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第 一 章 度量 空间 


度量 空间 是 ?和 维 欧 儿 里 得 空间 瑟 * 的 极为 接近 、 极 为 自然 的 推 
广 , 而 且 从 它 又 可 以 很 自然 地 过 渡 到 更 广 的 、 更 抽象 的 但 有 必要 
加 以 研究 的 拓扑 空间 . 另 一 方面 , 它 的 范围 已 够 广泛 ,包括 了 在 数 
学 中 遇 到 的 一 些 画 数 空 间 、Hilbert 空间 等 ;因而 度量 空间 的 理 芥 
已 成 为 学习 近代 数学 所 不 可 缺少 的 知识 . 

本 章 将 介 亲 度量 宏 间 的 一 些 基本 概念 与 性 质 ， 以 及 从 度量 容 
问 到 度量 空间 的 连 秆 映射 的 一 些 基本 概念 与 性 质 . 理解 系 们 的 最 
好 途径 ,是 用 欧 几 里 得 空间 B? 的 相应 概念 与 性 质 作 为 模型 . 至 于 
它们 的 安排 与 证 明 , 则 将 受到 下 一 章 中 拓扑 空间 的 讨论 的 影 喃 . 


1. 度量 空间 球形 邻 域 


至 多 三 维 的 欧 几 里 得 空间 ", % 和 3, 是 我 个 从 直观 以 及 解析 
几何 课程 所 知道 的 空间 . 设 2 与 y 是 它 的 丁点 ， 分别 以 (21, za， 
与 ( 姐 ; 急 ;…; 9) 为 坐标 ;这 两 点 之 问 的 距 阅 是 

a(z, Y) =- 人 人 -的 |] . 
当 n>>3 时， 已 您 无 直观 的 如"; 但 我 们 把 (Zi，za，…， zn) 吓 作 点 
2 0 一 (0 Wy，…， 2n) ,而 且 把 4(%w, y) 作 为 点 2 与 点 之 间 的 焉 
离 ,于 是 得 到 条 的 欧 几 里 得 空间 召 ", mw>>3， 为 简便 起 见 , 对 于 任 
总 正 整 数 m”, 我 们 都 把 点 2 与 (X1, 23, *…, wn) 淖 作 是 等 同 的 . 
用 天 表示 BB* 的 点 的 集合 。 Br 当然 就 是 实数 集合 . 这 里 我 
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们 严格 地 用 和 集合 这 概念 ; 即 Er 的 元 来 或 点 完全 确定 了 , 但 点 与 点 
之 问 示 确定 任何 关系 , 特别 未 确定 距离 关系 &， 集 合 BR" 加 上 距离 
关系 4 二 是 我 们 的 % 稚 欧 几 里 得 室 间 B”; 在 这 意义 下 , 我 们 说 4 
赋 子 集合 Pr 一 个 “ 宏 间 结构 ”. 

从 到 及 的 一 个 对 应 f: R"-> 及 就 是 % 个 实 变数 的 一 个 实 
值 画 数 jz) (只 限于 弟 全 对 应 与 单 值 画 数 .) 但 当 我 们 就 轴 数 
f(z) 束 乱 时 ， 我 们 就 用 了 距离 4 的 概念 ; 所 指 的 实际 是 对 应 
j 太 :到 -> 爵 !， 所 以 画 数 jz) 的 连续 件 所 需要 的 ,不仅 有 集合 概念 ， 
还 有 空间 和 结构 的 概念 . 

本 节 的 目的 是 用 B* 作 背 景 来 引进 度量 空间 . 


1.1 定义 设 5 是 一 个 集合 ,其 元 来 叫 作 点 , 记 作 zx, y,z 等， 
而 月 p: SxS 一 Ri 是 满足 下 列 三 条 公理 的 一 个 非 负 实 丽 数 ”: 

1° p(w, 9) -00r—y; 

2” 对 你 性 : p(y, 2) 二 p(2, Y); 

3” 二 角形 不 等 式 : p(%, 2) 三 plz, y) 二 p(y, 2)， 

点 集 ”与 而 数 p 在 一 起 , 叫 作 一 个 度量 至 闻 , 记 作 (S, p). 5 的 点 
或 子 集 仍 分 别 时 作 (S, po) 的 点 或 子 集 ， 画 数 p 时 作 (S, p) 的 距离 
醒 数 或 度量 , p(z, 9y) 叫 作 点 2 与 9 之 阅 的 距离 . 

例 1.1 % 礁 的 欧 几 里 得 室 间 "= (R', d) 是 一 个 度量 空间 ， 距离 责 数 
Q(x, Yy) 显然 满足 前 两 笑 记 量 公 理 .， 它 也 满足 第 三 条 公理 : 对 于 任意 正 整 数 
0 Q(z, 2) 过 Q(x, 9) 十 4d(y,z); 证 明 见 例 A2.2. 

例 1.2 用 例 1.1 中 的 Rr 作为 集合 S, 在 SS 上 定义 非 负 实 匡 数 

A1(X, ¥) -> [Ti— Yi!> 
或 
(0 9) = axt ltl}. 


“1 SS XS 表示 集合 5 WE NSN). 
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本 忆 验证 伏 满 足 攻 和 量 公 囊 , 夏 4 dd 是 自生 空间 .= 或 2.【( 复 习题 . )” 
建议 读者 对 于 722，3 作出 Qt 0) 一 1 的 图 形 , 并 补 出 这 里 未 给 出 的 
证 肯 ,作为 复习 时 的 思考 题 . 
例 1.3 Hilbert 空间 ”从 % 维 的 欧 儿 里 得 空间 bE" 中 三 角形 不 等 式 ， 
我 们 知道 , 对 于 五 ”的 三 个 点 (2 To wn),(0, 0, ,0), C81, Ya Y;), 


有 
位 去 n 忆 1 时 
eo] <[ 训 | -| 袜 中 . 
i=] 一 | 


a 


既然 对 于 任意 正 整 数 1 这 不 等 式 成 立 ， 苔 过 隧 深 了 ( 当 刀 无 限 增 大 ),， 有 下 列 
结论 : 如 果 序 别 们 ,与 fys 使 级 数 久 好 与 局 克 收 仇 , 则 序列 zs 一 入 也 使 
级 数 她 (zy? 收敛 (只 限于 无 穷 训 询 )， 

现在 定义 Hilbert 空间 ?如 下 ， 它 的 点 是 使 得 级 数 立交 收 化 的 实 
数 序 州 z2= zn} 。 它 的 两 点 与 Y 之 间 的 距离 是 


pn, 9) = |S) | ; 
它 是 一 个 确定 的 实数 , 正 是 鞋 文 所 说 的 。 距 员 男 数 P 显然 满足 前 两 条 度量 公 
霸 ， 因 为 ， 
岂可 < + ， 
再 经 过 取 极 陋 , 就 证 明了 p 也 满足 第 一 条 度 是 公理. 
空间 五 ”的 子 集 
{z= {rv OST, Sl1/ny 
Md 作 了 ilbert 空间 的 基本 方 体 . 
例 二 .4 ”一些 函数 空间 . 在 分 析 数 学 中 时 常 遇 到 以 某 类 函数 为 元 素 的 集 
合 S, 而 为 着 便于 处 理 所 考 虑 的 问题 , 又 必须 在 中 引进 度 景 p, 使 (5S, p) 形 
成 度量 空间 . 
a. 在 讨 论 函 数 的 逼近 或 一 致 收 敛 时 , 集合 8S 的 元 素 是 财 区 间 4 么 上 2 上 
的 连续 函数 . 两 个 元 素 zt 与 WE) 只 当 | 的 一 Vi 在 整个 区 间 上 部 很 
小 , 才 认 为 很 邻近 ; 明确 地 说 , 即 引 进 的 度量 是 
POLE), Yt)) = max |2(t) Y(t)|. 


*) 此 后 ,一 个 命题 之 后 出 现 “( 复 习题 ,)” 时 , 都 是 建议 读者 补 出 这 命题 的 证 明 . 
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b. 在 变 分 法 与 微分 方程 的 稳定 性 理论 等 中 ,和 集合 S 的 元 素 是 闭 区 间 
at<D 上 的 可 微 达 次 的 函数 .二 元 素 X(t) 与 y(t) 的 邻近 , 不仅 要 求 12(3) 
一 y(t)] 很 小 ， 而 且 要 求 [z(t) —Y (i), 12 (2) — |, 12 — 
y(t | 都 很 小 , 对 于 任意 .这 时 候 引 进 的 度 晤 是 


pe， yD) Bmax | sO) —yH) |, 


或 一 max {|z(t)—yCt], [oC —y 0), [ot) yt) |}, 
参看 例 1.2. 


c， 在 积分 方程 论 中 , 集合 8 同 例 1.44, 但 引进 的 度量 是 
pc yt))=| | [edt) yt | . 


可 以 验证 , 这些 函数 p 都 满足 度量 公理 . 〈 复 习题 . ) 
例 1.5 设 5 是 任 一 集合 ， 其 元 泰 记 作 z, 9 等， 定义 plz, x)=0， 而 
p(T, Y) 二 1 当 Xw 关 Yy， 这 里 的 (5S, p) 是 一 个 度量 空间 , MM 作 离 散 的 度量 空间 . 
例 1.6 设 (S, p) 是 任意 的 一 个 度量 空间 . 定义 
px, Yy)=plz, Y)/Al +plr, Yy)}, 
或 
p(w, Yy)， 当 plzx, VD) 和 1 
1, 当 plx, y)>1. 
这 里 的 pi 与 ps 都 满足 度量 公理 . 〈 复 习题 . ) 


Pa(T, Y) -| 


设 (S, po) 是 一 个 度量 空间 , 而且 4 是 有 & 的 一 个 子 集 ， 用 记号 
pl4x4:4x4->B 表示 po 限制 在 4x4 上 ; 它 显然 满足 三 条 度 
量 公理 ,所 以 (4, p|4xA4) 还 是 一 个 度量 空间 , 叫 作 (8S, p) 的 一 个 
子 空间 , 简 记 为 (4，p)， 或 甚至 于 记 为 4 凡 遇 到 4CS, 而 说 4 
古人 9，p) 的 子 空间 时 ,所 指 的 就 是 (4, p|A x 4). 

度量 空间 的 子 空间 还 是 度量 空间 . 欧 几 里 得 空间 的 子 空间 是 
度量 空间 , 但 不 一 定 是 欧 几 里 得 空间 . 

要 想 从 已 知 的 度量 空间 作出 新 度量 空间 , 除去 作 子 空间 外 , 还 
可 作 积 空间 . 设 (98:，pb) 与 (Ss, pa) 是 两 个 度量 空间 ， 命 


LI， 度量 空间 ' 球形 邻 域 5 
S=S: xS8s= {(wi, wa) [wi €E D1, vs CE So}, 


tl 


p(w, Wa) , (Yi, ya) ) 一 [pi (v1, yi) 十 pz (v2, Y2) 1 7. 
容易 验证 (S, p) 是 一 个 度量 空间 ; 叫 作 (S1, ps) 与 (Ss, ps) 的 积 空 
间 , 记 作 (5S1, ps) x (Ss ps)， 例 如 "二 XB"1= (EB1)", n>1. 
积 空间 (S, p)" 中 的 函数 可 以 看 作 是 %% 元 函数 . 


欧 几 里 得 空间 的 点 是 用 实数 米 作 坐标 的 ， 实 数 虽 然 不 能 用 来 
刻 划一 般 的 度量 空间 的 点 , 但 能 用 来 刻 划 度量 空间 的 两 所 的 远近 . 

1.2 定义 设 4 是 度量 空间 且 =(S, p) 的 任 一 氮 ，s 古 任 一 
正 数 . 对 中 的 、 满 足 不 等 式 p(w%, 4) <s 的 点 二 的 集合 ,， 叫 作 点 5 
的 .在 孚 中 的 一 个 球形 邻 域 , 记 作 U (a，s). 

在 不 会 引起 混淆 时 ,只 说 U(4，e) 是 4 的 一 个 球形 邻 域 ,而 省 
略 不 提 “ 在 CS，p) 中 的 . 

建议 读者 在 平面 与 空间 ( 即 mn 一 2, 3) 的 直角 坐标 系 中 ,作出 例 
1.2 的 单位 球形 邻 域 的 图 . 

1.3 定理 ”度量 空间 蔡 = C3, Pp) 的 反 与 它们 的 球形 邻 域 具有 
下 列 二 性 质 : 

1” 每 一 点 ”都 有 球形 邻 域 ,点 2 的 每 一 球形 邻 域 都 包含 2; 

2” 如 果 点 > 属于 两 个 球形 邻 域 U (ws, ey) 的 交集 , % 一 1, 2， 
则 w 有 一 球形 邻 域 0(w，s8) C 这 交集 . 

证 明 性 质 1° 是 明显 的 . 要 证 性 质 2， 只要 了 到 去 
8 一 p(%, we) ,二 1，2. 事实 上 , 设 y 是 U(w, 8) 的 任 一 后 。 然后 
p(w, Y) <e<e—p(y, ws), 

即 有 p(wi, 力 <st 因而 YEU(%, 0. 1】 
在 性 质 2” 的 陈述 与 证 明 中 , 并 未 排斥 “二 ws, 或 4 一 vs 而 且 


61 ~ 8&3。 
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习 题 
]. 斌 证: Hilbert 空间 E% 的 任 二 点 2 与 4 有 一 “中 点 ”>， 即 点 :> 使 得 
p(t, 2) =p(Y, 2) 一 六 p(T, Y). 


但 放 最 空间 不 必 有 此 性 质 ; 试用 欧 几 里 得 平面 8? 的 一 个 子 实 站 为 例 设 
明 . 

2. 试 证 : 庞 量 空间 中 任意 一 个 三 骨 形 的 两 边 的 长 度 之 差 不 大 于 第 三 边 
的 长 许 . 

3. 设 5 是 一 个 集合 , 而 且 14o 是 号 的 一 族 子 集 ， 这 里 的 下 标 x 所 到 的 
值 的 个 数 可 以 是 有 限 或 元 穷 . 试 证 de Morgan 公式 : 


S -lAr={ \(S— 4), 
S—{ \4.=\ J(S— A40). 
4. 设 f: 8 一 7 是 从 集合 5 到 集合 7 的 单 值 对 应 ， 就 证 : 对 于 了 的 任 
一 子 集 B, 


ff*1( BEB, 
ff (1 B=-f-1(B). 


2. 四 个 基本 概念 : 开 集 、 闭 集 、 闭 包 、 收 敛 序 列 
本 节 从 球形 邻 域 出 发 , 介 条 度 量 宏 间 的 一 些 重 要 的 子 集 . 


2.1 定义 发 4 是 度量 空间 区 的 一 个 子 货 .如 果 4 的 每 一 
点 都 有 一 个 球形 邻 域 C4, 则 4 叫 作 下 的 开 集 . 

如 果 4 的 一 点 & 有 一 个 球形 邻 域 C4, 则 点 4 叫 作 和 4 的 在 
玉 中 的 一 个 内 点 . 4 的 .在 他 中 的 内 点 的 全 体 , 叫 作 4 的 .在 天 
中 的 内 部 , 记 作 Int 4. 

在 不 会 引起 混 诡 时 ,例如 在 总 已 经 答 定 时 ,我 们 也 把 : 蕊 的 开 


2. 四 个 基本 概念 ; 开 集 .并 集 .并 包 收敛 序列 7 

集 ”, “在 互 中 的 一 个 内 点 ”在 筷 中 的 内 部 "等 句子 中 的 “成 的 ” 
或 “在 卫 中 的 ”省 略 不 提 . 

从 定义 立 到 知道 

2.1.1 命题 4 是 开 集 今 4 是 若干 球形 邻 域 的 并 集 . (复习 
题 .) 

2.1.2 命题 Int 4 是 开 和 集 . 

定义 1.2 与 2.1 中 的 球形 邻 域 都 是 指 以 正 实数 为 牛 径 的 球形 
领域 . 如 果 只 限于 用 以 正 有 理 数 为 牢 径 的 球形 邻 域 , 则 得 到 开 集 
的 一 个 新 定义 ， 裔 4 一 下 ， 容 易 验 证 : 

2.1.3 命题 4 根据 定义 2.1 是 的 开 和 集合 4 根据 新 定义 
是 的 开 集 、( 复 习题 .) 

2.2 定义 ”度量 空间 了 的 一 个 子 集 4 吓 作 三 的 于 集 ,如 果 
4 在 去 中 的 余 集 并 一 4 是 所 的 开 集 . 

例 2.1 如 果 把 集合 4={z10<r< 二 看 作 是 直线 E1 的 子 集 , 则 4 是 到 
的 开 集 ， 如 果 把 4 看 作 是 平面 EF? 的 子 集 , 则 4 朗 不 是 ?的 开 集 ,又 不 是 攻 ? 
的 财 集 . 

2.3 定理 ”度量 空间 下 的 开 集 具有 下 列 三 性 质 : 

1 ”与 突 集 名 是 开 集 ; 

2” 两 个 开 集 的 交集 是 开 集 ; 

3” 任意 多 个 开 集 的 并 和 集 是 开 集 . 

枉 明 人 性质 1° 与 3° 是 明显 的 . 现在 证明 性 质 2°. 

如 果 两 个 开 集 4 与 B 的 交集 4 站 B 是 空 集 , 则 从 性 质 1°, 它 
是 开 集 ， 如果 4 门 B 非 空 集 , 襄 点 2 是 它 的 任 一 点 ， 因 为 4 与 BB 
都 是 开 和 集 , 点 2 是 它们 的 内 点 ;从 定义 2.1, x 有 一 邻 域 *U(w, ei) 
Ch4, 一 邻 域 U(x, 2)CB; 因而 U(z, 81) 人 站 U(z, 689)=ANB. 
从 定理 1.3 中 的 2", zx 有 一 邻 域 U (w, e) CU (z, ei) NU (%, sa) 
”和 本 章 中 出 现 的 “ 邻 域 > 部 是 球形 邻 域 的 简称 ， 


EE hs teh i 让. RH 和 -hd Re TE Te 
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CANB. [实际 上 ,如 果 取 2 一 min(e1, 683), 则 U(s,e) 一 U(%, 81) 
NU(z,， se9) .] 在 从 定义 2.1, 2 是 和 4 站 B 的 内 点 ; 因为 Zz 是 A408 
的 任 一 点 ,所 以 A4NB8 是 开 集 , 】 

2.4 定理 度量 空间 总 的 于 集 具有 下 列 三 性 质 : 

T 到 与 空 集 乡 是 于 集 ; 

2” 两 个 阴 集 的 并 和 集 是 并 和 集 ; 

意 多 个 天 集 的 交集 是 开 集 . 

第 明 由 于 de Morgan 公式 ($1 中 习题 3), 本 定理 与 定 
理 2.3 二 者 中 之 一 是 另 一 个 的 直接 推论 . ]】 

例 2.2 有 限 子 集 是 朋 和 集 ; 特别 地 ， 独 点 集 ( 单 独 一 点 所 成 的 集合 ) 是 于 
集 ， 直 总 如 的 开 集 4=1210<z< 由 是 无 穷 多 个 表 集 的 并 集 ， 斌 举例 襄 明 : 
无 穷 多 个 开 集 的 交集 不 必 是 开 集 . 


在 数学 分 析 中 ,极限 概念 是 问 积 性 概念 的 基础 现在 要 把 
推广 到 度量 空间 . 居 本 

2.5 定义 、 设 4 是 度量 实 间 他 的 一 个 子 集 ， 前 有 点 sEX. 
如 果 2 的 .在 了 了 中 的 每 一 球形 邻 域 者 包含 4 一 {2} 的 一 个 点 *”, 则 
z 由 作 殷 的 .在 于 中 的 一 个 聚 点 .4 与 它 的 .在 他 中 的 全 体育 点 
的 并 和 集 , 叫 作 4 的 .在 于 中 的 天 包 , 记 作 有 4， 如 果 所 ~ 于, 则 把 4 
时 作 了 的 稠密 子 集 . 

例 2.3 股 工 = 环 ， 如 果 4 二 |1, 可 二， 省 划 点 za= 交 E4 但 
非 才 的 聚 点 ) 氮 2 一 0E 人 入 而 是 4 的 聚 点 .如 果 4 一 已 10 拓 7 一 二 ， 点 Z 一 0 与 
z=1 都 是 4 的 聚 点 ,但 前 者 € 4, 后 者 E 4. 如 果 4 是 瑟 的 有 理 点 的 集合 
则 1 的 每 一 点 都 是 4 的 聚 点 ,而 且 4= 妈 1. 

从 定义 2.5 容易 琴 证 : 
2.5.1 命题 人 的 有 限 子 集 无 诊 
*) 如 果 xzE 4 则 4- fzj 就 是 4. 甬 a r 


“) 
~ 一 


2. 四 个 基本 概念 ; 开 集 、 角 集 \、 形 包 \ 收 得 序列 9 
2.5.2 命题 ”如 果冻 的 无 穷 子 集 4 的 每 二 点 的 距离 都 大 于 
一 个 固定 的 正 数 , 则 4 无 聚 点 ; 
2.5.3 命题 ”对 于 任意 4CZ, 工 是 于 梨 ; 
2.5.4 命题 4 是 玉 集 会 4 一 4. 〈 复 习题 .) 


2.6 定理 ”度量 空间 的 子 集 与 它们 的 于 包 具 有 下 烈 四 个 竹 


1。 
ge 

3。 

4° AUB=AUB. 

证 明 从 定义 2.5 立刻 有 性 质 1° 与 2°. 

现在 证 明 性 质 8°: 4 的 任 一 点 2 必 E4. 从 定义 2.5， 
zx€ 4 地 zz 的 每 一 邻 域 口 (z) 包 含有 扎 的 一 点 y; YEA 坟 9 的 每 一 邻 
域 琵 人) 包含 4 的 一 点 ， 从 定理 1.3 中 的 性 质 2 ,可 取 
琴 ( 轨 CU(e); 然后 知 % 的 每 一 邻 域 U(z) 包含 4 的 一 点 。 再 从 
定义 2.65, 这 就 二 5€A4. 

性 质 4° 的 一 部 分 : 4U B44UB, 是 下 面 事实 的 明显 推 葵 : 
4UBD4 一 4UB4， 所 以 剩 下 要 证 明 的 是 性 质 4? 的 另 一 部 
分 : AU BCAUEB, 郎 4UB 的 任 一 点 z 如 果 A, 其 €B. 

我 们 用 反 证 法 来 证 明 这 一 部 分 . 裔 在 zE 世 的 情形 下 ， 同 时 
还 有 xEB， 从 定义 2.5, 2 有 一 邻 域 0U(z) 不 包含 4 的 点 ,与 一 邻 
域 玉 (wz) 不 包含 如 的 点 ; 从 定理 1.3 中 的 性 质 2*, 2 有 一 邻 域 
画 (z)CU(z) NV(w), 因而 不 包含 4UB 的 点 ;这 与 YE 4UB 和 矛 
盾 . 】 

注意 ,性 质 2° 与 3" 伪 4= 艺 ， 


| 
| 
| 
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现在 我 们 指出 子 集 的 了 朋 包 与 收敛 点 序列 的 极限 点 之 间 的 半 
系 . 先 重 复 我 们 习 知 的 定义 . 

.7 定义 设 于 是 一 个 度量 空间 . 设 {ww} 是 下 中 的 一 个 点 
序列 , a 是 总 的 一 点 .如 果 对 于 点 a 的 每 一 个 球形 邻 域 U (4, 8)， 
存在 一 个 自然 数 了 , 使 得 EU(a, 8), 对 于 所 有 % 二 如/ 点 4 叫 
作 这 序列 的 一 个 极限 点 ,或 者 说 这 序列 收 合 ,收敛 到 点 <. 

序列 {ww} 收敛 到 点 a 的 条 件 , 也 可 以 用 度量 西数 o 来 表示 为 
lim pp(C，2) 一 0. 

下 面 的 三 个 命题 的 证 明 留 答 读 者 .后 两 个 命题 将 来 时 常 引 
用 ,值得 特别 注意 . : 

2.7.1 命题 度量 宏 间 子 中 的 一 个 收 伊 序列 只 有 唯一 的 一 
个 极限 点 . (复习 题 .) 

2.7.2 命题 度量 空间 了 的 一 点 4 是 下 的 一 个 子 集 4 的 聚 
点 今 4 一 {4} 中 存在 一 个 由 完全 不 同 的 点 所 租 成 的 点 序列 ,以 4 为 
极限 点 . (习题 4.) 

2.7.3 命题 ”如果 序列 {z,} 由 完全 不 同 的 点 租 成 ,而 且 无 穷 


子 集 4 一 ftz 以 4 为 一 个 聚 点 ， 则 序列 f} 有 一 个 子 序列 收 
钱 到 点 a，( 习 芽 5.) 


在 本 节 和 结束 前 我 伽 指出 二 点 间 的 距离 这 一 概念 的 三 个 常用 的 
推广 .第 一 ,度量 空间 区 的 二 子 集 4 与 B 间 的 距 痪 : 
p(4, = 人 当 和 4 或 B 是 空 集 ; 
inf {p(x, 9) 12€E 4, yEB}, 当 A 与 都 非 空 集 . 
第 二 , 苇 中 一 点 2 到 一 子 集 4 的 距离 p(x, 4); 它 是 第 一 个 的 特 
” 别 情形 . 第 三 , 节 的 一 子 集 4 的 直径 : 
0， 当 4 是 空 集 ; 


diam (A)= 
am(A) {x {tp(z, y) iz, YE 4}, 当 4 非 空 集 ， 


3. 连续 觅 射 。 拓 扑 映 射 11 

容易 看 出 ， ZE4 尼 pr 4)>>0; ANMB=0p(4, B)>0. 
值得 注意 的 是 : 

2.7.4 命题 如 果 4 关 8, 则 ZE4 坊 plz, 4)>0.( 复 习题 .) 


习 是 

1. 设 f 是 欧 几 里 得 空间 5" 中 的 连 粮 辆 数 . 就 证 满足 f>0 (f=0 或 
f 之 0) 的 点 集 是 到 的 开 ( 轩 ) 子 集 . 

2. 斌 证 Int4 是 4 所 包含 的 所 有 的 开 集 的 并 集 .， 因而 它 是 4 所 包 合 
的 最 天 开 集 . 

3. 试 证 4 是 所 有 包含 4 的 天 集 的 交集 .因而 它 是 包含 4 的 最 小 于 集 。 

4. 斌 起 命题 2.7.2. 

5. 斌 证 命题 2.7.3. 


3. 连 革 映射， 拓扑 映射 


第 一 节 开 始 时 我 们 说 过 ， 要 想 定 义 连 秆 图 数 ， 必 须 先 定义 窑 
间 . 现在 已 有 了 度量 空间 ,我 们 将 进而 定义 度量 空间 之 加 的 、 与 连 
秆 光 数 相应 的 上 映 瑞 、 


3.1 定义 设 卫 与 了 都 是 度量 寄 间 ,了 : 及-> 了 是 一 个 从 天 
到 了 的 对 应 ,而 且 点 m6€ 芳 ， 如 果 答 定 任 一 邻 域 U( 了 (zo) , 2) ,都 
存在 一 邻 域 U(wo, 6), 使 得 2EU (wo, 3) 之 (oz)EU(CF(eo)，e)， 
则 谤 /了 在 点 zo 处 如 重 。 如 果 在 了 的 每 一 点 处 过 种 ， 则 就 /在 
X 中 速 午 ; 这 时 修了 XX-> 了 叶 作 一 个 束 各 映射 长 简称 为 映射 . 了 
与 了 分别 哈 作 了 的 定义 宏 间 与 值 窑 阐 . 

当 了 一 本 时 , 映射 通常 叫 作 连 积 实 值 画 数 ,或 简称 芝 革 而 
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设 4 是 于 的 子 集 ，f(4) 叫 作 委 的 在 f 下 的 象 ， 如 果 B 是 
Y 的 子 集 ， 央 集合 {wf(z) EB} 叫 作 B 的 在 A 下 的 原 象 ， 记 作 
广 !(B) .如果 了 ( 匡 ) = 了 ,我 们 就 说 是 从 下 到 了 的 满 对 应 . 如 果 
4C, 而 是 9g: 4> 了 使 得 g(g) 一 f (4) ,对 于 所 有 的 cE4, 则 9 
中 作 了 的 在 4 上 的 限制 , 记 作 9 一 站 4， 容易 验证 : f 是 映射 全 9 
是 映射 。( 复 习题 .) 如 果 9 是 了 的 在 4 上 的 限制 , 则 了 吓 作 9 的 
在 并 上 的 扩张 . 

3.2 定理 设 卫 与 7Y 都 是 度量 空间 ， 对 于 对 应 f: 和 -> 了 了， 
下 列 五 条 件 中 的 每 两 个 都 等 价 : 

1°” 了 是 映射 ; 

2° 了 的 每 一 开 集 的 在 /下 的 原 象 都 是 互 的 开 集 ; 

3° 了 的 每 一 于 集 的 在 下 的 原 象 都 是 闷 的 于 集 ; 

4" 对 于 于 的 每 一 子 集 4, (了 )CF(C4); 

5°。 对 于 了 及 的 每 一 点 2 以 及 玉 中 的 每 一 个 以 2 为 极限 点 的 收 
化 序列 {2x}, 象 序列 {f (zw,)} 在 了 中 收敛 到 f(z). 

证 明 首先 我 们 证 明 1° 壤 2° 过 3° 过 4°= 坊 1°, 即 证 明 前 四 
条 件 中 的 每 两 个 都 等 价 . 

1°=>2°. 设 了 : 且 -> 了 是 映射 ,而 且 BB 是 了 的 任 一 开 集 . 我 
们 要 证 -1(8) 是 对 的 开 集 ，f-1 (B) 可 能 是 空 集 , 因而 是 开 集 . 
当 /1(B) 非 襟 时 , 设 vo 是 宅 的 任 一 点 ;于 是 f(zo) EB， 因 为 B 是 
开 集 ,存在 f (zo) 的 一 个 球形 邻 域 六 (f(zo0)) 忆 B; 因 为 是 映射 , 特 
别 地 在 点 zo 连 逢 ,存在 zo 的 一 个 球形 邻 域 U (wo) ,使 得 f(U (zo) ) 
CV(f(v0)) 忆 B. 于 是 U(vo)Cf™(B). 因为 zo 是 f° (B) 的 任 
一 点 , 故 f1(B) 是 节 的 开 集 . 

2° 3°， 根 据 $ 1 中 习题 4 的 第 二 式 、 然 后 2° 63°， 

3° 瑟 4°， 用 反 证 法 , 裔 3° 成 立 , 但 4° 不成立， 因为 4 不 成 
立 ,存在 肝 的 一 个 子 集 4 与 互 的 一 点 wo, 使 得 (wo) Ef(4)， 更 


3。、 这 粮 映 射 。 拓 并 映射 13. 

在 命 B= 了/(4), 它 是 了 的 一 个 阴 集 .我 们 来 证 了 (8B) 将 不 是 阴 
集 ,因而 与 3° 矛盾、 事 灾 上 ,一 方面 因为 B 一 f(4) 二 f(4), 所 以 
A4CCf1B); 因为 m 是 4 的 聚 点 , 所 以 它 也 是 广 1(B) 的 聚 点 ， 因 
而 有 woEf-1(B)， 另 一 方面 , f(z0) Ef(4) 一 B 妇 zoEf-1(B) .这 
表明 f-1(B) 不 是 闭 集 ,与 3° 矛盾 . 

4°=>1°， 我 个 来 证 , 如 果 1° 不 成 立 , 旧 4° 不 成 立 ， 因 为 1° 
不 股 谋 , 实 中 存在 一 点 Zoo, 与 上 中 的 点 f (xo) 的 一 个 邻 域 六 ,使 
得 vo 的 每 一 邻 域 中 都 存在 一 点 ( 尖 zo) , 其 象 不 属于 .然后 wo 是 
集合 4= 广 !( 了 一 六 ) 的 聂 点 , 因而 有 woE 开 ， 另 一 方面 , 显然 
f(z0) EP 了 -VV= 了 -7V; 因为 后 (Y 一 V)CY 一 V(81 中 习题 4 的 
第 一 式 ) ，f (wo) EF(4)， 这 就 证 明了 4° 不 成 立 . 

其 次 证 明 1° 5°; 证 法 与 数学 分 析 课 程 中 的 相同. 

1°=>5°*， 设 % 是 补 的 一 点 ,而 卫 六 中 的 序列 {2,} >%w， 因 为 
f 在 点 % 处 连 第 , 对 于 f(x) 的 任 一 邻 域 站, 存在 4 的 一 个 邻 域 U， 
其 象 f(D) 属 于 六 ; 根据 收 仇 定义， 对 于 也 , 存在 正 整数 W, 使 得 
wnEU, n>N.， 于 是 对 于 了, 存在 入 ,使 得 (wv,) EV, n>; 这 
就 证 明了 5°. 

85" 一 1"， 用 反 诈 法 ,发 了 在 点 > 处 不 连续、 然后 对 于 jz) 的 
某 一 邻 域 站 , 不 存在 z 的 一 个 邻 域 口 , 其 象 f(D) 属于 六, 序 不 论 
取 怎 样 小 的 口 ,一 0 (Cz, 6,), UU。 中 总 有 一 点 2。, 使 得 f(z,) EV . 
取 实 数 序列 {6,} 一 0。 然 后 序列 {zn} 一 2 ,但 {f (424)}+> f(z) .这 
与 5° 孚 盾 . 】 

3.8 定理 ”1° 度量 空间 并 的 恒 同 对 应 1: 卫 > 也 是 映射。 2° 
如 果 f: XY 与 g: 了 >4 是 度量 宏 间 之 问 的 映射 , 则 gf: 和 -> 
也 是 上 映射 、】 

例 3.1 如 果 开 是 一 个 离散 的 度量 空间 ( 例 1.5)，, 而 且 了 是 任 一 度量 空 
并 , 则 任 -- 对 应 /: X-> 了 是 映射 . 
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例 3.2 设 全 =(S, p) 是 废 量 空 闻 ， 如 果 把 距离 艾 数 bp 看 作 是 从 积 空 间 
Xx 六 到 BI 的 实 值 事 数 , 即 p: 入 x 一 五 , 划 它 是 连 粳 医 数 . 
证 明 如 果 zo, yo, X,YyE€ 入 ,出 
‘pt, 一 (zy Yo) | Siplr, Y)— nto, Y) + Co Y)— Pto, Yo) 1; 
根据 三 角形 的 二 边 的 长 朗 之 差 不 大 于 第 三 边 的 长 度 ($ 1 中 习题 2) ,从 而 得 到 
[oz 9) 一 Do Yo) | pL, Po) +o(Y, Yo). 
用 oz 泵 示 积 空 闻 入 x 六 的 度量 ， 但 根据 p1 的 甜 义 ， 
DO Wo) pT, Y), Toy Yo)), plY, Yo) Ep1((T, Y), (ro, Yo)). 
如 果 答 定 了 任 一 >0, 取 5=s/2, 则 
oz 0) 一 P(zo yo) =e, p12, Y), 30, yo)) 一 5 一 5/2。 1 


在 解析 几何 里 我 们 所 考虑 的 只 限于 一 种 极 特 殊 的 连 绪 了 映 射 ， 
朗 料 性 映射 : 而 且 , 如 所 周知 , 如 果 和 采用 正 交 映射 或 非 退 化 的 准 性 
映射 作为 区 别 图 形 的 标准 ， 则 分 别 得 到 图 形 的 欧 几 里 得 分 类 或 念 
射 分 类 ， 另 一 方面 ,一 一 对 应 是 区 别 集合 的 标准 ;部 一 一 对 应 的 两 
个 集合 看 作 相 同 ， 我 们 将 用 什么 样 的 对 应 作为 区 别 度量 空间 或 更 - 
广泛 的 空间 中 的 图 形 的 标准 呢 ? 一 般 度量 空间 中 已 无 直 磁 概念 , 因 
而 已 无 从 考虑 采用 六 性 映射. 单 从 保持 图 形 的 维 数 的 要 求 来 看 ， 
一 一 对 应 或 连 各 映射 都 不 适宜 ; Cantor 的 一 个 有 名 的 例子 就 说 明 
正方 域 ( 二 和 维 图 形 ) 的 点 与 表 区 间 (一 稚 图 形 ) 的 点 成 一 一 对 应 ， 而 
Peano 曲线 的 例子 就 属 明 正方 域 是 翔 区间 的 连 编 象 . 这 自然 使 人 
们 容易 想到 斌 一 斌 一 一 的 .而 又 连 种 的 映射 。 这 种 想法 ,你 过 微小 
的 修改 之 后 , 得 到 成 功 , 对 数学 的 发 展 起 了 巨大 的 影响 (拓扑 学 的 
建立 及 其 影响 ). 现在 采用 的 不 是 一 一 的 、 连 纺 的 映射 , 而 是 下 面 
定义 的 拓扑 映 吴 . 

3.4 定义 设 革 与 都 是 度量 空间 . 如 果 对 应 f: 到 一 了 是 
从 天 到 了 的 、 一 一 的 .连续 的 满 映 射 , 而 且 斤 对 应 了 :了 一 到 也 
是 连续 的 , 则 了 叫 作 拓扑 映射 或 同 有 阵 .如果 存在 拓扑 映射 刻 则 空 
章 六 与 六 叫 作 同 肛 的 , 记 作 六 守 YY， 度量 空间 的 性 质 , 在 每 一 拓 
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扑 映 射 下 保持 不 变 的 , 叫 作 折 扑 性 质 . 

从 定理 3.3 立刻 可 以 证 明 : 度量 空间 的 同 凸 关系 是 一 个 等 价 
关系 ( 即 1° 了 之 ,2° YYOVY, 3° YY YZOX 
关 忆 ) . 

从 定理 3.2 立 判 可 以 证 明 下 面 的 事实 . 设 f: 且 ~>Y 是 从 度量 
空间 不 到 度量 空间 了 上 的 一 一 的 、 连 续 的 映射 , 4 是 忆 的 任 一 
子 集 , 而 且 {2w,} 是 下 中 的 任 一 序列 如果 4 是 开 集 之 F(4) 是 开 
和 集 ,或 4 是 并 集 坊 A(4) 是 阴 和 集 , 或 (A) 一 f (4), 或 {f(zw,)} 收 旬 
到 点 f(z0) 地 {vw} 收 全 到 点 m， 则 了 是 拓扑 映射 . 

从 定理 3.2 还 立刻 可 见 : 开 集 , 开 集 , 子 集 的 阴 包 与 收敛 序列 
都 是 拓 扩 性 质 . 

例 3.3 下 列 每 对 和 ,了 同 踪 : 1° 圆周, 椭 图 ; 2" 圆周 ， 正 方形 的 边界 ; 
3° 加 的 内 部 ,平面 三.〈 复 习题 .) 

例 3.4 识 六 ={z|0<z<2z}, YY 是 如? 中 的 单位 图 周 , 其 点 的 极 华 标 是 
(1 9). 设 f: > 了 把 点 x 变 成 f(z) = (1, o) . 易 知 f 是 一 一 的 而 且 连 结 的 
满 映射 ,但 非 拓扑 映射 ， 还 易 知 , f 不 把 每 一 肯 集 变 成 肯 集 . 


习 
1. 设 f; X>B' 是 从 度量 空间 科 到 欧 几 里 得 空间 玖 "的 对 应 ,而 且 .7) 


二 (fi(z) ,fo(2),…; f(z)), 2EX. 试 证 :了 是 映射 侣 每 一 个 f; 是 连 税 配 
数 . 

2. 设 p: B11-> 81 是 从 吉 钱 到 雷神 的 对 应 、 把 第 一 个 B! 当 作 z1 轴 ,把 第 
二 个 EB1 当 作 %% 轴 ， 关 且 作 成 BB? 中 的 点 集 G={(21, 9(71))}. 然后 用 (%1， 
p(Cci))->ai 来 定义 对 应 了: G>B1. 斌 证 : 了 是 拓 扩 映射 兮 0 圳 结 ， 

3. 斌 证 : 下 列 每 对 度量 空间 同 胚 : 1° ww 条 球 5 与 * 稚 正方 形 ，2* n 杂 
欧 几 里 得 空间 BE" 与 减 去 一 个 点 的 n 准 球 ，( 注 意 , 83 是 如 十 如 十 碍 二 +2.) 

4. 设立 = (5S, p) 是 度量 空间 ， 而 且 4 是 了 的 一 个 已 知 子 集 ， 斌 放 : 
fw) =plz， 4) 在 X 上 连续 - 
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5. 就 直接 证 明定 理 3.2 中 性 质 4 合 5°, 而 不 用 该 定理 中 的 其 他 三 
性 质 , 


4. 列 紧 性 及 其 第 一 个 特征 (序列 式 列 紧 性 ) 


数学 分 析 中 讨论 有 界 阅 区 问 [4, 51] 上 的 连 炉 夯 数 的 一 些 性 质 
时 ,用 到 两 条 基本 定理 : Bolzano-Woeierstrass 定理 与 Heine-Borel- 
Lebesgue 定理 . 前 者 是 新 ,于 区 间 lc， 人 妇 中 的 任 一 无 穷 子 集 有 一 
个 聚 氮 , 属 于 [c,， 5]; 后 考 是 说 ， [4, 引 的 任 一 开 复 盖 ( 复 盖 的 定义 
见 后 面 定义 8.1) 有 一 个 有 限 的 子 复 盖 . 这 两 条 定理 所 祝 的 “一 无 
穷 子 集 有 一 个 聚 点 “与 一 复 盖 有 一 有 限 的 子 复 盖 ”都 是 拓扑 人 性质， 
即 我 们 将 定义 的 列 紧 性 与 紧 致 性 , 并 且 写 们 已 足够 决定 [ce, 2] 上 
的 连 夭 画 数 的 一 些 性 质 . 另 一 方面 ， 在 一 般 的 度量 空间 中 褒 无 区 
间 的 概念 ， 历 且 子 集 的 有 界 性 也 不 是 拓扑 性 质 . 因为 我 们 要 讨论 
度量 空间 之 阅 的 映射 ， 所 以 本 节 与 下 节 专 事 讨 论 论 量 安 间 的 列 紧 
性 ,以 及 列 紧 的 度量 宏章 上 的 上 身 . 

本 节 中 的 主要 烙 果 是 定理 4.4 后 的 表 , 定理 4.5 (型 紧 性 的 序 
列 式 特征 ) 与 4.6. 


4.1 定义 ”度量 空间 叫 作 子 集 式 列 紧 的 或 列 紧 的 ， 如 果 它 的 
每 一 无 穷 子 集 有 一 个 聚 点 .度量 空间 的 -一 子 集 4 叫 作 列 紧 的 , 如 
果 4 作为 子 空间 是 列 紧 的 ， 

注意 ,本 定义 中 “无 穷 子 集 ” 可 改 为 “可 数 的 无 穷 子 集 ”, 因为 明 
显 地 ,每 一 无 穷 子 集 有 一 个 聚 点 今 每 一 可 数 的 无 益 子 集 有 一 聚 点 . 
列 紧 这 和 名称 中 的 “ 列 ”, 即 表明 “可 数 的 无 田 ”"， 再 者 , 子 空 间 和 4 列 紧 
是 说 4 的 每 一 无 穷 子 集 有 一 个 聚 点 《 4， 最 后 , 有 限 子 集 总 是 列 
紧 的 ; 故此 后 在 证 明 某 一 子 集 4 列 紧 时 , 只 要 考虑 4 是 无 穷 的 情 
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形 ,而 常常 把 4 是 有 限 的 情形 省 略 不 提 . 

例 4.1 数学 分 析 中 全 说 明 过 直线! 上 的 于 区 间 [e, b] 是 列 紧 子 集 , 而 
开 区 并 (a, 5) 或 竺 开 区 间 [a, b) 与 (a, 四 不 是 列 紧 子 集 . 

4.2 定理 ”度量 空间 卫 的 列 紧 子 集 4 是 们 的 有 界 阴 集 . 

证 明 先 来 证 明 4 有 界 . 如 果 4 无 界 , 则 4 将 有 一 子 集 
B, 其 中 每 二 点 的 距离 > 一 个 固定 的 正常 数 ; 因而 卫 无 聚 点 (命题 
2.5.2) , 与 4 列 紧 矛盾 . 

现在 来 证明 4 是 于 集 , 或 4 二 工 (参看 命题 2.5.4 与 定理 2.6 
中 的 性 质 2)， 发 有 中 的 点 a 是 4 的 一 个 聚 点 ，( 攻 4 无 聚 点 ， 
则 4 已 为 阴 集 .) 从 命题 2.7.2,， 4 一 {4} 中 存在 一 个 由 完全 不 
同 的 点 所 组 成 的 序列 fj ,以 a 为 极限 点 。 然后 易 见 ,4 的 无 穷 
子 集 Lj wm, 只 有 4 为 唯一 的 一 个 府 点 ;于 是 4 列 紧 之 saE4. 了 


例 4.2 盏 钱 有事 上 的 生 开 区 膨 4= (0, 入 作 为 子 空间 ， 是 一 个 度量 空 
间 . 但 这 度量 空间 4 自身 是 一 个 有 界 朋 和 集 ,但 不 列 紧 . 

4.3 定理 ” 列 紧 度量 空间 卫 的 闭 子 集 4 是 下 的 列 紧 子 集 . 

证 明 考虑 任 一 无 穷 子 集 BC4; 因 而 BC .天 烈 紧 全 也 
有 一 个 误 点 5€E 邓 ， 如 果 B, 4 在 了 中 的 并 包 为 8, 人, 则 
bEBCA. 但 4 是 并 和 集 , 或 4=4, 因而 2€4; 这 就 是 说 委 列 
紧 . 避 

例 和 .3 Er 中 的 本 是 开 集 ,但 不 列 紧 . 

4.4 定理 ” 欧 几 里 得 空间 "的 子 集 4 列 紧 今 和 4 是 的 有 
和 界 开 和 集 . : 

证 明 必要 性 是 定理 4.2 的 推论 . 

充分 性 的 证 明 见 数学 分 析 中 . 它 利 用 了 实数 的 性 质 , 即 利用 
了 "是 欧 几 里 得 空间 这 假设 . 1】 

以 上 的 定理 与 例子 可 总 车 为 下 表 : 
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庆 量 窒 间 的 于 集 : 列 紧 2 有 四、 也， 
列 蜂 次 量 宏章 的 子 集 ; 对 {= 于 ;因而 
列 紧 度量 空间 的 子 集 : 列 紧 今明， 
欧 儿 里 得 空间 的 子 集 : 列 紧 后 有 失 , 闭 ， 


4.5 定理 ” 度 野 空间 六 是 列 紧 的 人 全 中 的 每 一 序列 有 一 收 
伍 的 子 序列 (这 叫做 总 的 序列 式 列 紧 性 .) 

证 明 必 要 性 ， 考 虑 立 中 的 任 一 序列 {xz,}，、 有 两 种 可 能 : 
它 有 下 没有 由 完全 相同 的 点 所 租 成 的 一 个 子 序 刘 ,在 前 一 博 形 下 ， 
成 的 一 个 子 序列 {y,}， 由 于 了 烈 紧 , 无 穷 子 集 U {yw} 有 一 虞 点 
4; 因而 ,根据 命题 2.7.3, 序列 {x,} 有 一 子 序列 收敛 到 点 4; 于 是 
序 出 {2,} 有 一 收 仇 的 子 序 列 ， 

充分 性 ， 考虑 且 的 任 一 无 穷 子 集 4; 作 4 的 、 由 完全 不 同 的 
点 所 租 成 的 一 个 序列 {z,}， 条 件 说 , 这 序列 有 一 于 序列 {y,} 收 做 
到 一 点 4€ 且 ， 根 据 命 题 2.7.2 的 充分 部 分 , 子 集 UL {ys} 以 4 为 
聚 点 ;于 是 4 以 a 为 聚 点 . 卫 


定理 4.5 已 给 出 度量 空间 的 列 紧 性 的 一 个 特征 . 在 证 明 另 一 
个 特征 (定理 5.3) 之 前 , 我 们 插入 下 面 的 定理 4.6, 谣 明 烈 紧 度 量 
空间 与 欧 几 里 得 空间 有 一 个 共同 的 性 质 , 即 它们 都 具有’ 可 数 的 球 
形 邻 域 族 性 质 ， 定理 4.6 的 证 法 对 于 定理 5.3 是 有 用 的 . 

可 数 的 球形 邻 域 族 的 性 质 ”存在 一 个 可 数 的 球形 邻 域 族 ， 使 
得 任 一 开 集 是 这 族 中 的 若干 成 员 的 并 集 . 

注意 ,所 谓 “ 可 数 ”, 指 的 是 “至 多 可 数 ”, 即 “有 限 、 或 可 数 的 
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无 穷 “. 

欧 几 里 得 空间 如 "的 、 以 有 理 数 为 坐标 的 点 形成 一 个 可 数 的 无 
究 点 集 ; 以 这 种 点 为 球 心 的 、 以 有 理 数 为 生 径 的 球形 邻 域 形成 一 个 
可 数 的 球形 邻 域 族 ( 参 看 命题 2.1.3)，, 

4.6 定理 列 紧 度量 空间 具有 可 数 的 球形 邻 域 族 的 性 质 . 

在 证 明 本 定理 之 前 ， 我 们 引进 8- 网 的 概念 ， 并 且 诈 明 一 条 5 
理 . 

4.7 定义 ”度量 空间 所 的 一 个 有 有 限 子 集 4 呈 做 下 的 一 个 
8- 了 网 ,如 果 六 的 每 一 点 到 4 的 距离 都 二 2， 

4.8 引 理 ”对 于 任 一 se>0, 列 紧 度 是 空间 XX 有 一 个 se- 网 . 

证 ” 明 ”用 反 证 法 , 假 识 对 于 某 一 个 s>0, 总 无 es- 网 ， 任 意 
取证 的 一 点 41. 因为 {41 不 能 成 为 革 的 -网 ,六 有 一 点 Za 使 aa 
上 5 os 的 距离 >s， 敲 cl co， …，any mn 之 1, 已 取 定 ,其 中 任 二 点 的 
距离 宇 s， 因为 {4&1,，Q42，…,， 4n} 不 能 成 为 的 6- 网 , 4 还 有 一 
点 Ci 使 得 {ci 42， Grr} 中 任 二 点 的 距离 宇 E， 这 样 地 就 
得 到 一 个 无 穷 子 集 {@1, 42，…, 44，…}, 其 中 任 二 点 的 距离 之 ej 
根据 命题 2.5.2, 这 无 穷 子 集 无 聚 点 ,矛盾 于 马列 紧 . 了 

例 4.4 咎 开 区 间 [0, 元 有 一 个 e- 网 ， 对 于 任 一 s>0. 但 它 不 是 列 紧 的 
度量 空间 . 
定理 4.6 的 钱 明 根据 引 理 ， 对 于 每 一 2， 列 紧 度 量 空 间 XX 
有 一 个 6- 了 殉 入 .。， 命 入 = W1; 术 是 了 的 一 个 可 数 子 集 以 
的 点 为 中 心 的 .以 有 理 数 为 后 径 的 球形 邻 域 形 成 了 的 一 个 可 数 的 
球形 邻 域 族 ,现在 我 们 要 证 明 到 的 任 一 开 集 G 是 台中 著 于 把 
员 的 并 集 ， 只 人 灌 考 虑 Gx 丈 这 情形 ， 

设 Z 是 人 的 征 一 点 ， 从 命题 2.7.4, 4d 一 p(73, 元 一 GO) >0,， 这 
里 的 p 基 站 的 度量 . 然后 本 中 有 一 点 4, 使 得 ptz, 4) < 诗 d. 取 
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有 理 数 ,使 得 去 d<r< 所 d， 于 是 有 球形 邻 域 0(a, r) 使 得 
EUlo, 7 CH. 1 

从 定理 4.6 的 证 明 与 稠密 子 集 的 定义 2.5, 我 们 了 江 列 有 

4.9 定理 ”如果 度量 空间 有 一 个 可 数 的 稠密 子 集 ， 则 它 具有 
可 数 的 球形 邻 域 族 的 性 质 . 

包含 一 个 可 数 的 稀 密 子 集 的 度量 空间 也 叫 作 可 分 的 度量 让 
渭 . z 

例 4.5 Hilbert 空间 五 具有 可 数 的 球形 邻 域 族 的 性 质 . 

证 明 把 五 的 点 《01 X29 yn) 看 作 是 五” 中 的 点 《21， X22s"**y Ts 0) 
0, 0,…), 然后 ErcCEo， 命 

A4= {Er 的 有 理 点 |n=1, 2,…}; 

4 是 了 Bo 的 一 个 可 数 的 子 集 ， 仙 <= (oaiy x2，… zj; …) 是 BE 的 任 一 点 ， 对 
于 任 一 正 数 s， 取 一 个 充分 大 的 正 整 数 n, 使 得 


> 


FF>n 
再 取 EB" 中 的 一 个 有 理 点 (4, 芍 ，…, 马 ) 使 得 | 一 一 必 | < 元 对 于 工 <i<sm。 
命 到 一 (21)， Xo 0 0, 0，-…) .然后 po oO) 二 238， 因 而 p(o 4) 一 0) 
这 就 证 明了 4 是 也 中 的 秽 密 子 集 ， 然 后 应 用 定理 4.9. 了 


习 题 


1. 设 外 是 庚 量 空间 ,以 p 为 距离 画 数 ,而 且 4 与 万 是 了 的 两 个 非 室 的 、 

不 相交 的 列 紧 子 集 ， 试 证: 4 中 有 一 点 4, B 中 有 一 点 5, 使 得 
pld, B)=0(8, b)>0. 

讨论 下 列 两 种 情形 : 1° 4 是 列 紧 子 集 , 了 是 开 集 ; 2 4 与 B 都 是 天 
集 . 

2. 就 证 : Hilbert 答 闻 的 基本 方 体 yo 是 的 列 紧 子 集 . 

3. 斌 证 : ?一 J% 在 五" 中 稠密 . 

4. 斌 证 : 可 分 的 度量 空间 的 任 一 子 空 并 还 是 可 分 的 
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5. 列 紧 性 的 第 二 个 特征 ( 紧 致 性 ): 列 紧 度量 守则 上 的 映射 


定理 4.5 已 给 出 型 紧 度 量 空间 的 一 个 特征 ， 而 本 节 将 给 出 另 
一 个 特征 (定理 5.3) ,以 及 有 关 的 复 盖 概念 与 一 些 重要 定理 . 


5.1 定义 ”让 4 是 度量 空间 忒 的 一 个 子 集 ， 如 果 8 一 {G4 
是 及 的 一 族 开 集 , 使 得 4CUGr, 则 外 叫做 和 4 的 、 在 怀 中 的 一 


个 开 复 盖 ( 同 样 地 可 定义 于 复 盖 ) .按照 @ 中 成 员 的 个 数 是 有 限 的 
或 可 数 无 穷 的 , 凶 就 分 别 吓人 做 有 限 的 或 可 数 无 穷 的 复 盖 .， 如果 4 
的 .在 邓 中 的 复 盖 各 的 一 个 子 族 也 是 4 的 、 在 总 中 的 一 个 复 闭 ， 
它 就 吓 做 人 的 一 个 子 复 盖 .。 如 果 4= 革 , 则 我 们 只 说 4 的 复 盖 ， 
不 必 说 4 的 ,在 4 中 的 复 靖 . 

5.2 定理 设 卫 是 一 个 列 紧 度 量 空间 , 而 且 有 一 个 开 复 六 
6 一 {G6}， 则 存在 一 个 正 数 X= 和 A( 久 ) 具 有 下 述 性 质 : 如 果子 的 任 
一 子 集 志 的 让 径 < 入 , 上 则 4C 至 少 一 个 Ge. X(@) 时 做 复 盖 @ 的 
一 个 Lebesgue 数 . 

证 明 用 反 证 法 , 假设 桂 论 不 成 立 。 然后 对 于 每 一 自然 数 
n, 存 在 于 的 一 个 子 集 4,, 它 的 直径 二 1/n, 而 它 竺 蚀 的 任 一 个 成 员 . 
在 每 一 个 4; 中 任 取 -一 点 wo, 作成 卫 的 一 个 序列 {4x}。 因为 了 
列 紧 , 从 定理 4.5, 序列 {4n} 有 一 个 于 序列 {4@w}, 收 笋 到 叉 的 一 
点 4， 因为 @ 是 也 的 开 复 盖 , 的 一 个 成 员 G 包含 点 4. 因为 G 
是 开 集 , 点 & 到 总 一 G 的 距离 4=p(l4, 耻 一 G) >>0 (命题 2.7.4)， 
这 里 的 bp 是 了 的 度量 .现在 再 取 定 一 个 整数 m 使 得 它 具 有 下 壕 


两 个 性 质 :第 一 , mm 之 了 ; 第 二 ,点 unE 子 序列 to 小 而 且 p(a, am) 
< 分 .然后 ,对 于 4 的 任 一 点 “(注意 , hw 的 直 笃 < 二)， 有 


tv 
ks 
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ppl, x) < pl(g, Cn ) +p(an. 化 ) 一 9 .1 < 0. 


nn 


因而 4wcG， 这 是 矛盾 .县 (说 明 能 假设 G* 克 的 理 出 .) 
5.3 定理 度量 空间 六 列 紧邻 了 的 每 一 个 开 复 盖世 有 一 个 
有 限 的 子 复 盖 ( 这 叫 作 式 的 紧 致 性 ). 
证 明 必要 性 , 即 了 eine-Borel-Lebesgue 定 理 . 设 入 是 复 盖 


8 的 Lebesgue 数 ， 从 引 理 4.8, 六 有 全 -网 {o， 4,…, onj; 因 而 
FU) Ul(a,, ), 


这 里 的 (4%, 和 /3) 是 球形 邻 域 , 它 的 直径 < 入， 从 定理 5.2, 每 一 
个 口 (gw %/3) 己 菜 一 个 GEG, j=1, 2,.…, hb {G4, Gs, …, Gr} 
赋 是 所 求 的 子 复 盖 . 

充分 性 设 条 件 已 满足 ， 用 反 证 法 , 假设 马 不 列 紧 , 即 和 有 
不 具 聚 所 的 无 穷 子 集 4. 因为 无 聚 点 的 集 4 是 闭 集 , 玉 一 4 是 开 
集 ; 而 且 , 因为 4 的 每 一 点 4 都 不 是 4 的 聚 点 ,点 & 有 一 个 球形 邻 
域 U(@), 使 得 U(@) nm (4 一 {a})=8. 于 是 {XY 一 4, U (a) a€ 4} 
征 革 的 一 个 开 复 盖 ,但 明显 地 无 有 限 的 子 复 盖 ; 这 是 矛盾 . 】 

根据 de Morgan 公式 ,从 定理 5.2 与 5.3 分 别 得 下 列 两 定理 . 

5.2a 定理 设立 是 一 个 列 紧 度 量 空 间 , 而 且 罕 = {Fs} 是 令 
的 一 族 闭 集 , 其 成 员 的 人 交 人 8。 一。， 则 存在 一 个 正 数 入 一 (3), 具 
有 下 述 性 质 : 半 的 任 一 子 集 4 必 与 各 的 至 少 一 个 成 员 不 相交 , 如 
条 4 的 直径 < 和 了 

5.3a 定理 度量 空间 式 列 紧 全 如果 从 = {Fs} 是 子 的 任 一 
族 册 集 , 其 成 员 的 交 [ ja 一 六 则 罕有 一 个 非 空 的 有 限 子 族 ,其 所 
有 成 员 的 交 = 人 用 3】 

注意 , 这 两 定理 中 的 从 都 不 必 是 X 的 闭 复 盖 . 
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以 下 讨论 列 紧 度 量 空 间 中 的 映射 (连续 映 时 的 简称 ). 

5.4 定理 ”如果 了: 六 -> 了 是 从 列 紧 度 量 空间 人 到 度量 空间 
了 的 映射 , 则 了 了 (了) 是 二 的 列 共 子 集 . 

这 就 是 说 ,度量 空间 的 列 紧 性 不 仅 是 拓扑 性 质 , 还 古 在 映射 下 
的 不 变性 质 . 

证 明 作为 的 子 空间 ，f(XY) 是 一 个 度量 空间 . 容易 看 
出 , 有 :对 一 A(X) 也 是 映射 . : 设 尖 = {Va} 是 (XX) 的 任 一 开 复 盖 . 
根据 定理 2.4, f+(V。) 是 节 的 开 集 . 0U={f (Vw)} 显 然 是 半 的 
一 个 开 复 盖 . 因 为 苹 列 紧 , lt 有 一 个 有 限 的 子 复 盖 

{fF Ve), fF Veo), (上 
因为 ff (0) 二 Vy， 了 6 …,， 了 oa} 是 (六 ) 的 一 个 有 限 复 
盖 , 而 且 是 央 的 一 个 子 复 盖 .3 

5.5 推论 列 紧 度 量 空间 总 中 的 任 一 连续 函数 是 有 界 的 , 而 
且 能 在 所 的 点 处 达到 它 的 最 大 值 与 最 小 值 . 

证 明 设 连续 函数 是 7 和 一 有， 根据 定理 5.4 与 4.4， 
f( 及 ) 是 81 上 的 有 界 闭 集 ; 它 当 然 包 含 它 的 上 确 界 与 下 确 界 . ]】 

5.6 推论 ”如果 :了 -> 了 是 从 列 紧 度 量 空间 了 到 度量 空间 
Y 的 上 映射, 则 了 是 闭 映射 , 即 了 把 每 一 财 集 变 成 闭 集 . 

证 明 设 4 是 于 的 任 一 闭 子 集 . 根据 定理 4.3，5.4 栖 
4.2, 分 别 有 是 也 的 列 紧 子 集 , 1(4) 是 了 的 列 紧 子 集 ,与 (4) 
是 了 的 闭 子 集 . 】 

5.7 定理 ”如果 f: 革 一 了 是 从 列 紧 典 量 空间 么 到 度量 空间 
了 的 一 一 的 满 喘 射 , 则 也 是 拓扑 映射 . 

证 明 由 于 f()=Y 了 与 了 是 一 一 的 满 映射 有 道 对 应 
f!::Y 了 一 了 ,我 们 用 定理 3.2 中 的 3 一 1 来 证 了 ”是 映射 如 下 ， 
设 4 是 革 的 任 一 闭 子 集 . 4 在 7 下 的 原 象 磺 古 (4),， 所 以 根 
据 推 论 5.6, 是 了 的 财 子 集 ，】 参看 例 3.4. 
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5.8 定理 如 果 f: 全 -> 了 是 从 列 紧 度 量 空间 下 到 度量 空间 
7 的 映射 , 则 是 一 致 芝 续 映 射 。 换 名 话说 ,对 于 任意 。0, 存在 
一 个 数 入 >>0, 使 得 p(w', 4%") < 全 PC ) f (2")) <e. 

证 明 设 已 知 s>0. 因为 是 映 财 ,对 于 XX 的 每 一 感人 x2, 能 


决定 数 3(z) >0, 使 得 2'ED(w, 8(z))=>p(f(w), (2 ))< 瑟 .要 


据 定 理 56.2， 了 3 的 开 复 盖 {0 (ww, 6 (zw) )} 有 一 个 Lebesgue 数 入 ， 如 
果 w' 与 w" 之 闻 的 距离 小于 入 , 则 存在 一 点 xEX, 使 得 U (2,6 (x)) 
包含 w 与 zw'".， 于 是 


Pf (0) ,fv")) Sof 0),f (0)) tp(f 2), fo")) <2. 5 =e. 


例 一 个 映射 空间 ， 设 六 与 了 都 是 度量 空间 ， 用 仿 表 示 从 了 到 了 的 
所 有 了 映射 的 集合 . 如 果 芝 与 了 都 是 欧 几 里 得 空间 的 列 紧 子 空间 ， 并 且 对 于 
任意 两 映射 万 9g€S, 定义 
plf, 9) 一 SaBPQCAZ)，9CZ))， 


这 里 的 4 是 欧 几 里 得 空间 中 的 距离 , 则 C5, p) 是 一 个 度量 空间 .〈 复 习题 .》 


习 题 


1. 没 定理 5.2a 中 的 空间 X 是 平面 中 的 三 角形 《平面 中 的 闭 区 域 ), 而 
且 必 的 成 员 是 这 三 角形 的 三 个 边 ( 闭 线段 )， 试 求 该 定理 中 所 说 的 一 个 正 数 
入 一 人 ( 窜 )， 

2. 书 中 是 用 定理 5.3 来 证 明定 理 5.4 的 . 试用 定理 4.5 来 证 明 . 

3. 设 空间 及 与 闭 集 族 窜 同 定 理 5.2a 中 . 试 证 : 存在 一 个 正 数 吕 一 凡 ( 客 )， 
使 得 入 的 任 一 点 7 与 客 的 至 少 一 个 成 员 之 闻 的 距离 守 凡 . 

4， 设 客 一 1 了 1 了 …, 了 Fx) 是 列 紧 度 量 空 间 XX 的 一 族 有 限 个 闭 集 ， 试 
证 : 存在 一 个 正 数 o=o( 客 ) 具有 下 述 性 质 : 如 果 XX 的 一 子 集 扫 4 具有 直径 
<o, 而 且 交 六 中 的 成 员 ,了 -…, 玉 ,,， 则 

F, NF NNPF, +0. 
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本 这 将 人 和 的 是 本科 六 的 、 以 及 从 拓 持 间 到 折 村 了 的 
回炉 映射 的 一 些 基 本 概念 司 狂 质 ， 度 量 空间 的 知识 对 于 本 章 的 功 
用 ,如 同 欧 几 里 得 襟 间 的 知识 对 于 前 章 的 功用 . 

本 章 定 义 1.1 中 所 定义 的 拓扑 宏 间 是 极其 广泛 的 .随后 将 深 
步 地 加 以 限制 ， 形 成 各 种 阶层 的 拓扑 空间 ， 其 中 包括 度量 空间 与 
列 紧 度量 空间 ， 以 适应 各 种 数学 问题 的 要 求 ， 在 这 些 空 间 之 中 ， 
列 紧 度 量 宏 间 占有 重要 的 特殊 地 位 ; 理由 是 它 的 性 质 我 们 知道 的 
比较 详尽 而 且 比 较 容 易 证 明 ， 所 以 本 章 中 的 多 索 之 一 是 辨别 度 
量 空间 或 列 紧 度量 空间 的 性 质 与 其 他 较 广 的 拓扑 宏 间 的 性 质 的 
异同 . 


工 _ 拓 了 扑 空 间 . 拓扑 基 


欧 儿 里 得 空间 的 点 能 用 实数 鹿 划 、 度 量 空间 的 点 虽 已 不 必 受 
此 限制 ， 但 度量 空间 的 球形 邻 域 仍 旧 是 通过 距离 函数 用 实数 列 划 
的 .现在 我 们 要 抛弃 距 次 概念 ,参照 度量 空间 的 开 和 集 的 性 质 (定理 
I.2.3) ,直接 引进 “ 开 集 ”来 定义 拓扑 空间 . 


1.1 定 义 发 是 一 个 集合 ,而 且 r 是 S 的 一 个 子 集 族 , 其 中 
成 员 叫 作 S 的 开 集 (而 且 只 把 + 的 契 员 叫 作 开 集 ， 这 里 的 开 集 是 
公理 方法 中 所 引 未 定义 的 名 词 ) 、 如 果 z 满足 下 烈 三 个 公理 ,和 写 就 
叫 作 集合 S 的 一 个 拓 朴 : 


. 
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1 有 司空 集 作 是 开 集 ; 

2” 两 个 开 集 的 交集 是 一 个 开 集 ; 

3” 任意 多 个 开 集 的 并 集 是 一 个 开 集 . 
集合 8 与 它 的 一 个 后 扑 7 在 一 起 , 吓 作 一 个 拓扑 空间 ， 旋 作 (3S， 
T). 

S 的 点 、 子 集 、 开 和 集 与 拓 扩 7 分 别 昌 作 室 间 (8S, 7 ) 的 点 、 子 集 、 
开 集 与 拓扑 . 

例 二 .1 如 果 把 度量 空 关 (S, p) 的 开 集 全 体 双 作 T， 根 据 定 题 I.2.3，Y 
是 5S 的 一 个 拓扑 ,因而 是 拓 扩 空间 C5, 疏 的 拓 站 ， 7 时 作 讼 量 p 所 艺 导 出 的 
拓扑， 我 们 襄 度 量 空间 (5, p) 是 一 个 拓 扩 空间 , 指 的 就 是 (5 ,75). 

如 时 给 定 了 拓扑 空 关 (4 ,， 7) ， 而 且 存 在 4 上 的 一 个 度量 p, 使 得 就 是 
7 所 荔 导 出 的 、 度量 空间 人，o) 的 开 集 全 体 ,我 们 就 说 拓 扩 空 闻 CS, 7) 是 能 讼 
量化 的 ， 折 扑 空 前 的 能 和 否 度 量化 的 闫 题 是 一 个 重要 问题 . 84 6~ 7 还 要 邮 到 
这 辣 题 。 

例 1.2 对 于 任 一 非 空 集合 3S, 有 两 个 最 极 奖 的 拓扑 ， 第 一, z 由 SS 与 空 
集 这 两 个 子 集 租 成 ;3 开 集 个 数 最 少 , 几 作 平 庸 的 拓扑 .第 二 ,是 3 的 侈 体 子 
集 和 组 成 ; 开 集 最 允 , 叫 作 离散 的 拓扑 . 

如 果 平 庸 的 拓扑 空间 包含 不 只 一 个 点 ， 它 就 是 不 能 庭 量 化 的 ; 因为 它 的 
一 个 点 不 形成 一 个 于 集 , 而 度量 室 闻 的 一 个 点 则 不 然 ( 例 工 2.27) . 


离散 的 拓扑 空间 是 能 庆 量 化 的 ;例如 命 wo(z) 仿 一 0 当 z=y, 而 p(2)9) 
一 1, 当 w+y， 参 看 例 I.1.5. 


对 于 度量 空间 ,我 们 从 宅 的 球形 邻 域 出 发 得 到 它 的 开 集 ;而 且 
宪 的 球形 邻 域 全 体形 成 它 的 开 集 族 的 一 个 子 族 . 更 在 拓扑 空间 是 
用 一 个 拓扑 或 一 个 开 和 集 族 定义 的 ， 是 否 也 可 以 从 折 拉 的 一 个 子 族 
出 发 ,得 到 这 拓扑 呢 ? 拓扑 的 这 样 的 子 族 就 是 下 面 仿 照 定 理工 1.8 
而 定义 的 拓扑 站. 

1.2 定义 ”集合 S 的 一 个 子 集 族 吕 = {Ba} 叫 作 5 的 一 个 所 
扑 基 ,如 果 它 具有 下 烈 二 性 质 : 


i A 
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1” 请 的 每 一 点 € 色 的 (至 少 ) 一 个 成 员 , 即 LB。=8; 
2” 如果 的 点 xE3 的 两 个 成 员 Bs 与 Be 的 交集 Bs 门 Bs， 
则 存在 见 的 (至 少 ) 一 个 成 员 By, 使 得 2€ Byc Bn Be. 
度量 空间 (4S,，p) 的 球形 邻 域 全 体 或 以 有 理 数 为 守 径 的 球形 邻 
域 全 体 ,都 各 形成 S 的 一 个 拓扑 基 ; 而 且 它 们 都 不 是 8 的 拓扑 . 
1.2.1 命题 ”拓扑 空间 (S, 7) 的 拓扑 或 于 集 族 7 是 8 的 一 个 
拓扑 基 . (复习 题 .) ] 
例 1.3 出 5={a, b,c}, 包含 三 个 不 同 的 点 4, b, ec， 下 列 四 个 子 集 : 
S, {a, br, {a,c}, 8 
不 形成 8S 的 一 个 拓 扩 基 ， 因 为 它们 所 形成 的 子 集 族 不 具有 性 质 2"。 当然 它 
们 也 不 形成 8 的 一 个 拓 扩 . 
但 下 列 五 个 子 集 : 
S, {a, b}, {a, c}, {a}, 8 
形成 S 的 一 个 拓扑 ， 
1.3 定义 ”发 8 是 一 个 集合 , 而 且 见 = {Bs} 是 8 的 一 个 拓扑 
基 . S 的 一 个 子 集 4, 叫 作 对 于 3 而 育 的 开 集 ,如果 对 于 4 的 每 
一 点 2， 存在 由 的 一 个 成 员 B, 使 得 2€ BCA4. 
如 同 从 度量 空间 中 的 开 集 定义 1.2.1 得 到 命题 1.2.1.1, 现 在 
从 定义 1.3 得 到 下 面 的 命题 . 
1.3.1 命题 4 是 对 于 见 而 言 的 开 集 今 4 是 见 的 若干 跑 员 
的 并 集 . 】 -如 拓扑 Z 并 3 敌 矶 _P 人 > 省 由 4 帮 年、 
1.4 定理 如 果 轴 {Bs} 是 集合 咏 的 一 个 拓扑 基 , 则 由 所 有 Ze 一 三 
的 对 于 器 而 言 的 开 集 所 形成 的 子 集 族 是 8 的 一 个 拓扑 ， 而 且 一 
邓 Cr， 特 别 地 ,如 果 风 是 一 个 拓扑, 则 见 一 7. 出 THARE 
这 时 候 , 这 拓扑 = 叫 作 由 拓扑 基 双 请 导出 的 拓扑 ,而 且 拓扑 基 之 -SS 生 
寻 也 叫 作 这 拓扑 空间 (9, z+) 的 一 个 拓扑 基 .， 然后 这 定理 就 是 说 : 妇 朴 
拓扑 空 间 (8,， 了 的 拓扑 是 这 空间 的 最 大 拓扑 基 . ”用 E287 
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证 明 因为 拓扑 基 见 的 性 质 工 以 及 窒 集 人 是 叶 的 适 个 成 
具 的 井 集 ,根据 命题 1.3.1, z 具有 拓 站 的 人 性质 1°; 因为 外 的 潜 于 
抱 员 的 若干 霸 集 的 首 集 是 兄 的 若干 成 员 的 一 个 振 集 , 根据 命题 
1.3.1, z 具有 拓扑 的 性 质 3?. 

更 在 来 证 明 + 有 具有 拓扑 的 性 质 2*”， 印 45 的 每 两 个 成 员 Ui 与 
Us 的 交集 UNnUs 是 75 的 一 个 成 员 .， 设 % 是 站 0s 的 任 一 点 ; 
则 根据 对 于 汪 而 谨 的 开 和 集 的 定义 1.3， 存 在 器 的 成 员 B, 使 得 
zEBicC TU i=1, 2; 而 且 根据 人 的 性 质 2" ， 存 在 好 的 一 个 成 员 
也, 使 得 

zcEBEcCBnPBcCInT， 

部 Ui Vs 还 是 z 的 一 个 成 员 , TT 具有 拓扑 的 性 质 2"， 了 于 是 是 
集合 5 的 一 个 拓扑 . 

特别 地 , 当 嘻 也 是 集合 5 的 一 个 拓 盾 时 ,从 拓扑 的 性 质 3° 与 
命题 1.3.1 就 得 到 只 =7. 时 

这 里 的 末 一 个 娃 论 的 另 一 个 说 法 是 : 如 果 把 集合 的 一 个 拓 

扑 z 看 作 是 5 的 一 个 拓扑 基 , 则 在 定义 1.3 的 意义 下 ,7 就 是 对 于 

拓扑 基 而 言 的 开 集 族 . 这 说 明 在 定义 1.1 中 为 什么 我 们 把 拓 提 
Tz 的 成 员 叫 作 开 和 集 . 


一 个 集合 可 能 有 许多 不 同 的 拓扑 基 . 例 如 欧 几 里 得 空间 "的 
点 集 22" 在 例 I1.1.1 与 例 I.1.2 中 就 有 三 个 不 同 的 度量 4, 41, qs， 
和 们 所 决定 的 球形 邻 域 族 克 是 Yr 的 三 个 不 同 的 拓扑 基 ， 为 着 利 
断 一 个 集合 的 两 个 不 同 的 拓扑 基 是 否 诱 导出 相同 的 拓 9 盾 ， 我 们 和 葵 
出 下 面 的 定义 与 定理 . 

1.5 定义 ”一 个 集合 的 两 个 拓扑 基 是 等 价 的 ， 如 果 它 们 诱导 
出 这 集合 的 同一 个 拓扑 . 一 个 集合 的 黄 个 度量 是 拓扑 等 价 的 ,如 
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采 宪 个 所 类 定 的 球形 邻 域 所 租 成 的 两 个 拓 提 基 是 等 价 的 . 

1.6 定理 一 集合 S 的 两 个 拓 盾 基 忆 与 汉 ' 等 价 伟 拓扑 基 3 
的 每 一 个 成 中 是 对 于 拓扑 基 3' 而 言 的 开 集 ， 而 且 拓 拓 基 好 ' 的 每 
一 个 成 员 是 对 于 拓 站 基 只 而 谨 的 开 集 . 

证 明 充分 性 . 设 叶 与 3' 分别 芳 导 出 拓扑 7 与 鼠 ， 从 拓 
扑 基 荔 导 出 拓扑 的 定义 与 命题 1.3.1, r' 的 每 一 个 成 员 是 巩 ' 的 著 
于 成 贞 的 工 集 ; 从 假设 与 命题 1.3.1, 8' 的 每 一 个 成 员 是 路 的 若 
干 故 员 的 并 集 ; 因 而 Tw Cr。 同 理 , ?CT'， 于 是 7=7'. 

必要 性 ， 讼 史 与 38' 话 导出 同一 个 拓扑 7， 根据 定理 1.4， 
兴 Cz, 光 'Cr， 然后 从 拓 盾 基 话 导出 拓 盾 的 定义 与 命题 1.3.1 得 
到 结论. 了 

例 工 4 例 I.1.1 与 例 1.1.2 申 的 三 种 度量 都 拓扑 等 价 ， 它 们 输出 的 都 
是 欧 几 里 得 空间 的 通常 拓 扩 . 

例 了 .5 例 I.1.6 中 的 度量 p1, ps 都 与 o 拓扑 等 价 . 〈 复 习题 .) 

如 采 度 量 空 间 XX 的 直径 二 一 常数 ， 则 三 的 度量 吓 作 有 办 的 
度量 . 


习 是 


设 += 40w} 与 5' 二 108+ 是 集合 S 上 的 两 个 拓扑 .根据 并 和 集 与 交集 的 定 

义 ， 
TUrt'=1{Ua, Up}, 
iNT={Fy|IV,Er, FE 
TCCT', 当 和 每 一 个 Uw ET 

在 CT 时 ,我 们 襄 拓扑 5 小 于 所 站 人, 或 拓 下 7" 大 于 拓 扩 7. 

1. 斌 证 : 集合 S 上 的 任意 多 个 拓 提 ra 的 交集 工 =—{ re 还 是 S .上 的 一 
个 拓扑 ,而且 + 是 8. 上 的 小 于 每 个 拓 盾 re 的 唯一 的 最 大 拓扑 . 

2. 讼 集合 S 恰 包 含 三 个 点 ， 斌 作出 ”上 的 两 个 折 扑 ， 使 得 它 个 的 并 集 
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不 是 。 二 的 扩 拉 . 

了 ， 没 绷 合 富有 件 总 多 个 拓 下 ra。， 试 作出 辣 上 的 一 个 拓扑 Dr - 
这 拓扑 5 是 下 SS 上 上 的、 大 于 好 个 拓扑 ta 的 、 唯 一 的 最 小 拓扑 ? 


2. 拓扑 室 阅 的 基本 概念 与 性 质 


本 节 标 题 中 所 说 的 基本 松 念 与 性 质 ， 是 上 节 中 还 没有 介 厅 过 
的 、I $8 1~3 中 的 基本 概念 (除开 集 外 ) 与 性 质 在 拓扑 空间 中 的 推 
三. 

拓扑 空间 的 开 集 实质 上 是 度量 空间 的 开 集 定义 上 .2 1 的 推 
广 . 为 着 使 即将 51 进 的 其 他 推广 易于 描写 , 我 们 先 引 进 邻 域 这 一 
名 称 . z 

2.1 定义 ”拓扑 空间 的 任 一 开 集 叶 作 它 的 每 一 点 的 一 个 邻 
域 , 也 是 作 它 的 每 一 子 集 的 一 个 邻 域 . 

在 前 一 章 中 ， 度 量 空间 的 一 个 球形 令 域 只 是 唯一 的 一 点 ( 球 
心 ) 的 一 个 球形 邻 域 ,而 且 一 个 开 集 并 未 说 成 是 邻 域 . 当 把 度量 空 
加 看 作 是 拓扑 襟 间 时 ,度量 空间 的 一 球形 邻 域 或 一 开 集 ,根据 定义 
2.1, 是 它 的 任 一 点 或 任 一 子 集 的 一 个 邻 域 . 

”拓扑 空间 中 子 集 的 内 点 内 部 ,于 集 , 子 集 的 聚 点 、 寺 包 ,， 收 然 
序列 的 极限 点 , 连 禾 映射 ,拓扑 映射 、. 扫 扑 性 质 等 概念 的 定义 ,都 可 
以 仿照 度量 空间 中 同名 概念 的 定义 得 到 . 具体 地 膏 , 如 果 把 度量 
空间 中 的 一 个 概念 的 定义 中 的 “度量 空间 改 为 “拓扑 空间 ， 同 时 
把 “球形 邻 域 改 为 “ 邻 域 ， 台 得 到 现在 的 拓扑 空间 中 同名 概念 的 
定义 ， 此 后 我 们 都 是 在 这 个 意义 下 用 “仿照 ”与 “相仿 ”这 两 个 吝 
请 . 

子 空间 、 积 空间 的 定义 我 们 重复 提出 . 发 4 是 拓扑 空间 三 
一 《5S, 7T) 的 子 集 . 则 子 空 简 4 定义 为 具有 拓扑 zh4， 这 里 的 
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TN4={U0sNn 4}, 当 T={0o， 设 全 与 站 是 拓 扩 宏 间 ， 分别 以 
S 与 了 为 点 集 , 玖 志 寺 与 切 时 为 拓扑 基 . 则 积 空间 Xx 定义 为 
以 SX 了 为 点 集 ,以 {0。 XxVs} 为 拓 提 基 . 


以 上 都 是 关于 定义 ， 如 果 念 照 定理 I.2.4, 1.2.6, 1.3.2 的 
一 部 分 , .3.3 及 其 证 明 ,我 们 有 下 列 定 理 . 

2.2 定理 ”拓扑 空间 总 的 阴 集 具有 下 列 三 性 质 : 

1 ” 式 与 空 集 09 是 并 集 ; 

2" 两 个 于 和 集 的 并 和 集 是 阴 和 集 ; 

3。 任意 多 个 玉 集 的 交集 是 玉 集 . 了 

2.3 定理 ”拓扑 空间 的 子 集 与 它们 的 闭 包 具有 下 烈 四 个 性 
质 : 和 

1° $=8; 

2° 4C4; 

3° 并 cA: 

4° 4UB-AUB. 1] z 

2.4 定理 设 玉 与 了 都 是 拓 盾 突 间 ,对 于 对 应 f: 一 了 ， 
下 列 四 条 件 中 的 每 两 个 都 等 价 : 

1”f 了 是 映射 ; 

2° 六 的 每 一 开 集 的 在 /下 的 原 象 都 是 总 的 开 集 ; 

3 了 的 每 一 于 和 集 的 在 f 下 的 诛 象 都 是 总 的 开 和 集 ; 

4” 对 于 了 的 每 一 子 集 4, (4)CCf(4), 

再 者 ， 连续 之 对 于 的 每 一 点 2 以 及 总 中 的 每 一 个 以 x 
为 极限 点 的 收 合 序列 {zw} , 象 序 列 { (zi)} 在 了 中 收 义 到 f(z). 1 

注意 本 定理 与 定理 I.3.2 的 不 同 处 ;参看 例 4.3 与 定理 4.8. 

2.5 定理 ”1° 拓扑 空间 总 的 恒 同 对 应 是 映射 ， 2? 如 果 让 : 
五 > 了 与 9: 工 -> 入 是 拓扑 空间 之 问 的 映射 , 则 gf: ->2 也 是 
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在 结束 本 节 之 前 ,我们 要 指出 :虽然 拓扑 空间 是 用 开 集 族 定 
义 的 ,但 同样 地 可 以 用 并 和 集 族 ， 或 子 集 与 它 的 阴 包 之 间 的 对 应 
(4 一 4) 来 定义 . 

2.6 定理 设 S 是 一 个 集合 , 而 且 o 是 5 的 一 个 于 和 集 族 , 具 
有 定理 2.2 中 的 三 个 性 质 . 则 存在 S 的 唯一 的 一 个 拓扑 Y， 使 得 
拓 扩 空间 (S, 7) 的 了 末 和 集 族 就 是 o. 

证 明 命 7=={S 一 fT|FEo}. 从 de Morgan 公式 及 ao 的 三 
个 性 质 , fT 是 5 的 一 个 拓扑 。. 弃 然 7 是 (S, 7) 的 开 集 族 , 而 且 o 的 
每 一 个 成 员 是 7 的 一 个 成 员 在 及 中 的 余 集 ， 所 以 a 是 拓扑 空间 
(S, T) 的 所 有 并 集 租 成 的 阴 和 集 族 . 再 者 , 为 着 要 使 0 是 双 一 个 拓 
扑 空 间 (S, 7 ) 的 所 有 并 集 所 租 臧 的 肝 集 族 ,必须 =7T. 

从 本 定理 可 知 , 如 果 把 本 定理 假设 中 的 o 弄 作 有 的 一 个 财 和 集 
族 , 划 可 以 把 8 与 o 叫 作 一 个 拓扑 窑 间 ,写作 (S, o), 作 为 拓 牛 空 
辣 理 论 的 出 发 点 . 

2.7 定理 设 S 是 一 个 集合 , 而 且 答 定 了 5 的 子 集 之 轩 的 一 
个 对 应 大: 4 一 4*， 具 有 定理 2.3 中 的 四 个 性 质 (1 人 =8 ,2 
ACA*, 3° A*CA*, 4° (4UB)*=A*UB*)， 央 存在 S 的 唯一 的 
一 个 拓扑 5, 使 得 拓 提 空间 (5S, 7) 的 子 集 4 与 它 的 闭 包 之 轩 的 对 
应 及 : 4 一 4 就 是 给 定 的 对 应 凡 : 4 一 A*. 

对 明 取 人 的 子 集 族 o= {|F= 外 }. 我们 先 证 明 这 个 子 
和 集 族 o 具有 定理 2.2 中 的 三 个 性 质 . 

对 应 pr 的 性 质 1 ， 莉 涵 空 集 8Eo.。 如 的 性 质 2 蕴涵 
Co ; 双 因 为 Co 所 以 NEa。 这 就 证 明了 子 集 族 ac 具有 定 
理 2.2 中 的 性 质 工 . 

从 对 应 户 的 性 质 和 与 o 的 定义 , 子 集 族 o 具有 定理 2.2 中 
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的 性 质 2°， : 
现在 来 证 明子 集 族 o 具有 定理 2.2 中 的 性 质 38*， 诊 FE€0， 
即 ,一 了 F%。 对 于 每 一 0, 策 从 集合 考 虐 ,显然 有 门 了 CF。 因为 
天 的 性 质 4” ( 估 的 性 质 42 给 出 : 如 果 4cCB, 则 4*CB") 以 及 
Eo, 所 以 ( 门 Fo)"CC 玖 ~~。， 从 而 , 纯 从 集合 考虑 ， 显 然 有 
( 门 Fo)c 门 Fa. 这 精 果 与 大 的 性 质 2" 于 是 答 出 ( 门 Fe) 一 门 F。， 
即 o 具有 定理 2.2 中 的 性 质 3°， 妆 允 未 、 AE 
根据 定理 2.6, 存在 S 的 唯一 的 二 个 所 扩 < 活着 拓 插 空 了 
(S, z) 的 于 集 族 恰 是 vc， 命 (3, r) 的 子 集 与 它 的 开 包 之 问 的 对 应 
为 h: 4 有 4， 然 后 和 也 具有 定理 2.3 中 的 四 个 性 质 ， 现 在 来 证 明 
= 以, 即 对 于 5 的 任 一 子 集 4, 都 有 A=4*. 
设 4 是 5S 的 任意 炊 定 的 一 个 子 集 . 因 为 对 应 信 的 性 质 2°， 
有 .4C4; 根据 及 的 性 质 4° 推出 4C (4 ;然后 根据 拓扑 7 的 取 
法 , 4* 是 (S, rz) 中 的 并 集 , 即 (4) 一 4*; 于 是 4C 4 同样 地 , 因 
为 h 的 性 质 2*, 有 4CA; 根据 大 的 性 质 4? 推出 4*C (A)*; 然 
后 因为 所 是 (S, zt) 中 的 阴 集 ,根据 拓扑 zt 的 取 法 , 4 Eo, 即 (A)* 
一 ; 于 是 4*C 开 ， 所 以 一 4, 对 于 8S 的 任 一 子 集 4. 了 
本 定理 说 明 , 我 们 也 可 用 本 定理 的 假设 中 的 对 应 太 作为 拓扑 
空间 理论 的 出 发 点 ， 


习 是 


1. 设 4 是 拓 扩 空间 六 的 子 空间 . 试 证 : 如 4 是 下 的 开 ( 朋 ) 子 和 集 , 则 4 
的 一 个 开 ( 明 ) 子 集 也 是 XX 的 一 个 开 ( 开 ) 子 集 . 

2. 设 4 是 症 扩 空间 X 的 子 焦 。 试 证 : 

1° Int (X—A)=X¥—A4; 


2° MV—A~X—lntA. 
3. 玖 4 与 台 是 拓 护 空间 处 的 子 集 ， 斌 只 用 定理 2.3 中 并 包 的 四 个 性 
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质证 明 : 

Js AcCB— ACB:;: 

2° ANB-ANB:; 

3° 4DB = A4-BcA4—B. 

4. 设 {fi} 是 拓 9 扩 空 间 X 的 一 个 有 限于 复 盖 ,而 且 方 : Fi-> 了 是 从 FF; 到 
拓扑 空 天 了 的 映射 ,使 得 fi| (ZN == 了 1《FiN) ,对 于 每 一 对 1 与 j. 定 
义 一 个 对 应 了 X-> 了 ，, 使 得 了 ;二 fi;. 斌 证 f 是 一 个 映射 . 


3. 可 数 性 公理 . 分 离 性 公理 


前 两 节 着 重 在 把 关于 度量 空间 的 概念 与 性 质 推 广 到 一 般 的 
( 指 的 是 不 加 任何 限制 的 ) 拓 扑 空间 因为 着 重 在 推广 , 所 以 着 重 
在 介 吉 这 两 种 空间 的 相同 的 概念 与 性 质 . 但 是 同时 ,从 例 1.2 中 
的 两 个 极端 的 拓扑 空间 (平庸 的 拓扑 空间 与 离散 的 拓扑 空间 ) ， 以 
及 从 定理 2.4 与 定理 I.3.2 的 差异 ， 已 可 以 料 到 一 般 的 拓扑 空间 
的 性 质 远 不 同 于 度量 空间 的 性 质 . 

一 般 的 拓扑 空间 与 度量 空间 或 列 紧 度量 空间 之 问 的 差距 是 很 
大 的 . 本 节 的 目的 就 是 要 在 它们 之 问 引 进 一 柔 型 的 拓扑 空间 作为 
中 天 站 ;通过 对 一 般 的 拓扑 空间 逐步 地 加 以 限制 ,以 建立 这 些 中 间 
站 ， 本 节 基 本 上 只 是 把 它们 烈 出 , 至 于 对 它们 的 性 质 进行 较 深 入 
的 讨论 ,要 留待 以 后 的 $8 4 一 7. 

施加 于 拓扑 空间 六 的 第 一 种 限制 是 关于 革 的 拓扑 基 的 两 个 
公理 ， 其 中 较 强 的 而 且 较 简单 的 一 个 是 

公理 4, (第 二 可 数 性 公理 或 可 数 基 公理 ) ”存在 一 个 可 数 的 
拓扑 基 . 

I 8 4 中 所 说 的 具有 可 数 的 球形 邻 域 族 的 性 质 的 度量 空间 ,就 
是 满足 公理 4; 的 度量 空间 ， 

-在 引进 另 一 个 公理 之 前 ,我 们 需要 下 面 的 定义 . 
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3. 可 数 性 公理 。 分 离 性 公理 


3.1 定义 ”拓扑 空间 的 一 点 过 的 一 个 邻 域 族 吓 作 点 x 
mg 


一 个 拓 扑 基 , 如 ! 打 对 于 包含 点 2 的 任 一 开 集 9, 都 存在 让 的 一 
员 如 ,使 得 EUCG. 

公理 41( 第 一 可 数 性 公理 ) ”对 于 每 一 点 2, 存在 处 的 一 个 

可 数 的 拓扑 基 . 
显然 ,如 果 拓 扑 空 间 及 满足 公理 4, 宅 也 满足 公理 41; 即 公 
理 4 的 限制 比 公 理 41 强 . 

欧 几 里 得 空间 、 烈 紧 度 量 空间 (定理 工 4.6) 与 有 限 ( 指 的 是 点 
集 有 限 ) 的 拓扑 空间 都 具有 可 数 基 , 即 满足 公理 4，; 度量 空间 都 满 
中 公理 41， 

例 3.1 满足 公理 41 而 不 满足 公理 4; 的 度量 空间 的 例子 . 

取 实 数 集合 下 ,而且 取 也 的 离散 的 拓扑 ， 邵 每 一 子 集 是 开 集 因而 也 是 
明和 集 ， 这 是 一 个 能 度量 化 的 空间 ( 例 1.2)， 这 拓扑 空间 的 任 一 拓 盾 基 必 须 包 
含 所 有 的 独 点 集 ( 命 题 1.3.1) ,因而 不 可 数 . 同时 , 独 点 集 {2} 显然 形成 点 x 
处 的 一 个 可 数 的 拓扑 基 ， 

例 3.2 不 满足 公理 41 的 拓扑 空 间 的 例子 . 设 8 是 实数 集合 {0<* 过 十 
命 非 空 开 集 为 S$ 一 C, 这 里 的 0 是 S 的 任 一 可 数 子 集 ( 可 以 是 安 集 )， 从 de 
Morgan 公式 容易 验证 : 这 么 确定 的 开 集 全 体形 成 8 的 一 个 拓扑 5c. 于 是 有 
拓扑 空 间 和 = (S, 7). 

我 们 用 反 证 法 来 许 明 天 不 满足 公理 41， 珊 点 ZEX, 而 且 人 3 一 C 直 是 可 
数 的 、 点 7 处 的 一 个 拓 扩 基 , 这 里 的 C0, 是 的 可 数 子 集 . 因为 8 不 可 数 ，$ 
中 存在 一 点 a 二 2*，ELJC。， 然 后 5 一 {Q} 是 z 的 一 个 邻 域 ， 但 不 包含 任 一 


个 5S 一 0,;; 这 与 皮 证 法 假设 矛盾 ,因而 证 明了 六 不 满足 公理 41. 


施加 于 拓扑 空间 下 的 第 二 种 限制 是 关于 闷 的 分 离 情 驼 的 ， 
咱 作 分 离 性 公理 ， 我 们 将 先 引 进 五 个 分 离 性 公理 的 前 三 

公理 T， 任意 两 个 不 同 的 点 中 至 少 一 个 有 一 个 邻 域 ,不 包含 
另 一 点 . 

公理 了 任意 两 个 不 同 的 点 各 有 一 个 邻 域 , 不 包含 另 一 点 ， 


和 
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公理 T。 任意 两 个 不 同 的 点 有 不 相交 的 邻 域 . 

满足 公理 人 的 拓扑 空间 昨 作 爷 窒 关 , i 一 0, 1 2. 人 空间 也 
趾 作 二 ausdor 芭 窜 间 。 显然 了 空间 必 是 了 Di 空 间 ，2 空间 必 是 
To 空间 . 

例 3.3 平庸 的 拓扑 空间 ( 例 1.23) 不 是 To 空间 

例 3.4 例 1.3 中 的 拓 扩 空间 是 75 空间, 但 不 是 7T1 空间 另 两 例 屁 例 
3.6 与 例 4.2. 

例 3.5 例 3.2 中 的 拓扑 空间 是 7 空间 ,但 不 是 7 空间 .( 复 习题 .) 

3.2 定理 ”公理 7 全 独 点 集 是 阴 集 . 

证 明 必要 性 设 4 是 Ti 空间 了 节 的 任 一 点 . 革 的 每 一 点 
z 关 ga 有 一 邻 域 ,不 包含 点 4@, 所 以 不 是 {中} 的 点 。 因 而 {0} = {2}， 
即 {Q} 是 阴 集 ， 

充分 性 . 设 4 与 5 是 不 同 的 点 。 从 假设 , 了 一 {4} 与 对 一 {6} 
都 是 开 集 ,前 者 不 包含 &, 而 后 者 不 包含 5; 朗 公 理 Ti1 满 足 了 .3 

3.3 推论 ”度量 空间 是 71 空间 。] 

现在 引进 后 两 个 公理 。 

公理 T。 任意 一 个 点 与 不 包含 这 点 的 一 个 于 和 集 有 不 相交 的 
邻 域 . 

公理 T。 任意 两 个 不 相交 的 于 和 集 有 不 相交 的 邻 域 . 

满足 公理 Ts 或 TD 的 拓扑 空间 分 别 听 作 正则 空 关 或 正规 室 
间 . 这 两 个 公理 旗 不 比 公 理 Ts 强 ,又 不 比 公理 T， 弱 ， 见 以 下 的 
两 个 例子 . 

例 3.6 正则 空间 与 正规 空间 而 非 7 空间 的 例子 。 设 拓扑 室 间 六 只 包 
售 三 个 不 同 的 点 a, 5, c, 而 且 它 的 开 集 只 是 下 列 四 个 子 集 : 

S, {a}, {b,c}, 9. 


六 也 只 有 这 四 个 闭 集 ， 易 见 藉 是 正则 空间 . 因为 点 2 与“ 无 不 相交 的 邻 域 ， 
所 以 XX 不 是 T3 空 间 ， 
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还 易 见 下 是 正规 空间 ,不 是 Ti 空间 ,不 是 76 空间. 
例 3.7 7, 空间 而 是 非 正则 空间 双 非 正规 空间 的 例子 。 命 2' 为 欧 几 里 
得 平面 B? 的 子 空间 {(e, 仿 |g>0}， 瑟 的 度量 答 出 ' 的 一 个 度量 , 记 作 4. 
E' 中 一 点 pp 的 以 s 为 中 径 的 球形 邻 域 到 作 UCp，, 5). 
' 的 点 集 记 作 5S, S 的 子 集 {(z, 0)} 记 作 情 . 现在 在 集合 S 上 引进 一 个 
拓 扩 基 {V (p, e)} 如 下 ; 对 于 8 的 每 一 点 p 与 每 一 正 实数 6, 定义 
Vlp, =U(p, NS, PES—E, 
VCp, =[U Cp, e) NCS—R)]U{p}, PpER. 
容易 验证 ，{V (p, e)} 是 一 个 拓扑 基因 而 得 到 一 个 拓扑 空间 X. 
设 p 与 4 是 XX 的 任意 两 个 不 同 的 点 ,因而 2e=4(p, q) 0. 然后 p 的 邻 
域 『(p, 8) 与 4 的 邻 域 V(g, 引 不 相交 .于 是 民 是 2 空间 。 站 当然 也 是 1 
空间 与 Zo 空间 . 
另 一 方面 , 考虑 点 6= (0, 0) 与 子 集 忆 一 {a}; 后 者 显然 是 朋 集 ， 易 证 它 
们 无 不 相交 的 邻 域 。〈 复 习题 .) 于 是 X 不 是 正则 空间 .由 于 {4} 是 叉 的 开 
集 , 了 也 不 是 正规 空间 . 
我 们 把 正 划 的 Ti 空间 与 正规 的 由 室 间 分 别 叫 作 Ts 空间 与 7 空间 . 
现在 ,TZ; 宏章 必 是 Ti1 空间 1=1, 2, 3, 4. 例 3.7 也 是 7; 空间 而 非 7 空 
间 的 例子 ， 


3.4 定理 ”度量 空间 是 正规 的 了; 空间 ,部 Ts 空间 . 

踪 明 发 并 是 度量 空间 . 了 必 是 Ti 空 间 ( 推 花 3.3) . 疏 p 
是 碟 的 距离 画 数 ,而 且 与 "是 耶 的 任意 两 个 不 相交 的 开 集 . 
对 于 点 21E 卫 或 2"CEF", 分 别 命 e(2) 一 部 P (v2") 或 8 (wv") 
-十 p(s",，r)， 根 据 命题 .2.7.4, s (2') 与 6(w") 都 >0， 然 后 
与 7" 分别 有 和 邻 域 

UF)= (Us, eo)), UF") = (Ue", el(o")). 
如 果 这 两 个 邻 域 相交 ,， 朗 存在 点 "ED NU (7") , 则 将 存在 点 
w'E 1' 与 w' EJ", 使 得 

EU(w', E(w')), EU(w", el(v")); 
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因 向 (不 妨 设 6 (72') 之 8 (w")) 
pl2, HF"') Spt w") p(w ,0)+p(lg, 2") <e(s’) +e (2") 
2 (wv ), 


但 这 与 e(2') 的 定义 矛盾 . 】 


习题 
1， 任 一 集合 S 有 一 个 唯一 的 最 小 拓扑 5($ 1 中 习题 ) ,使 得 (S, 7?) 是 一 
个 Ti 空间 . 
2. 试 作 出 一 个 2 空间 , 其 中 一 个 收 敏 序列 有 两 个 不 同 的 极限 点 , 
3 城 讨 芥 满 足 本 节 中 某 一 个 公理 的 拓扑 空间 的 子 空 并 是 否 还 满足 这 公 


4? 就 讨论 满足 本 节 中 基 一 公理 的 两 个 拓 扩 空间 的 积 空 间 是 否 还 满足 这 


4， 公理 41 与 7, 的 意义 : 子 集 的 聚 点 与 收 做 序列 的 极限 点 


匠 扑 空间 的 开 集 .法 集 、 半 包 与 收 伊 序列 这 四 个 基本 概念 是 互 
相 联 系 着 的 . 前 节 中 所 引进 的 公理 都 提 到 开 集 ， 因 而 直接 地 对 拓 
站 宏章 的 拓 盾 有 所 限制 ,而 且 不 难 想象 对 于 阴 和 集 、 开 包 与 收敛 序列 
莉 有 所 影响 ， 本 节 将 限于 讨论 公理 41 与 前 两 个 分 离 性 公理 ,对 于 
法 包 与 收敛 序列 之 间 的 一 些 关 系 的 影响 .讨论 的 背景 是 关于 度量 
空间 的 合 题 1.2.7.2, 主要 的 车 渝 是 后 面 的 定理 4.4. 


首先 我 们 让 明 关于 公理 41 与 人 的 下 列 基 本 定理 . 
4.1 定理 训 拓 盾 空间 下 满足 公理 41, 而 且 点 ZEX， 则 
存在 点 72 处 的 一 个 可 数 的 拓扑 基 {,} , 使 得 玉 , yi 六 ,对 于 所 有 
” 这 习题 的 解答 较 长 。 


4 公理 41 与 Z1 的 意义 : 子 集 的 寨 点 与 政 铸 序 列 的 极限 点 39 

的 自然 数 思 

证 明 坑 ft 是 点 “处 的 原先 答 定 的 一 个 可 数 的 拓扑 基 。 
命 六 一 个 Di， 因 为 和 的 有 限 个 邻 域 的 交集 还 是 怀 的 一 个 邻 城 , 所 
以 雪 才 是 z 的 可 数 的 邻 域 集 ， 因 为 了 CD， 所 以 让 是 处 的 
一 个 可 数 的 拓扑 基 ， 显然 有 Vir, 。 ] 

4.2 定理 ” 识 子 是 满足 公理 41 的 7; 空间， 则 定理 4.1 中 
的 点 z 处 的 可 数 拓扑 基 妇 由 具有 下 述 性 质 : 


{0} = AAV. 


媳 ” 明 因为 人 ,都 是 点 2 的 邻 域 ,所 以 ZE NV,， 识 YEX 
一 {2}， 因 为 下 是 Ti 室 间 , { 好 是 阴 集 ;因为 <(*y) 不 是 1 的 了 
从 点 , 2 有 一 个 邻 域 ! 39%g. 因为 证 本 是 点 2 处 的 可 数 的 拓扑 基 ， 
存在 自然 数 入, 使 得 FwCI、 于 是 YETv，] 
现在 发 筷 是 一 个 拓扑 空间 ,4 是 蕊 的 一 个 子 集 ，z 是 互 的 
一 个 点 ， 在 命题 1.2.7.2 的 基础 上 , 我 们 列 出 关于 4 与 2 的 下 面 
三 个 性 质 : 
1° 于 集 4 以 点 为 聚 点 ; - 克 了 于 月 三 窑 阅 由 / 可 悍 x 换 
2”A4 一 {} 中 存在 一 个 序列 ,收敛 到 点 2; _- 括 考 基 知 给 天 限 
8。 4 - {e} 中 存在 由 完全 不 同 的 点 所 和 粗 成 的 一 个 序列 ， 收 做 
到 点 4 
这 三 个 性 质 明显 地 都 是 拓扑 性 质 ， 当 然 38" 一 2 ;而且 从 收敛 
序列 的 定义 容易 看 出 2 坊 1 ， 所 以 我 们 有 
4.3 引 理 ”对 于 拓扑 空间 丈 , 38° 过 2° 过 1 】 
我 们 将 见 到 , 对 于 拓扑 空间 卫 , 2° 要 3"( 例 4.2) ， 所 以 在 计 
渝 拓扑 空间 时 ,有 必要 在 性 质 1 与 3° 之 间 境 加 性 质 2"， 
命题 1.2.7.2 就 是 属 ， 对 于 度量 空间 总 ,1 会 3 因而 二 使 
2*<>3"， 另 一 方面 , 度 最 空间 是 满足 公理 41 的 人 TP; 空间 ， 这 使 我 
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们 想到 通过 定理 4.2 来 证 下 面 更 广 的 定理 . 

4. 和 4 定理 ”对 于 满足 公理 41 的 了) 空间 总 , 特别 地 对 于 庶 景 
空间 证 ,， 二 使 2” 从 3 

证 明 我 们 只 要 误 明 : 对 于 满足 公理 4i 的 了 TDI 空间 ， 
1 一 3 . 改 { 弛 是 定理 4.2 中 所 谣 的 .2 处 的 可 数 拓扑 基 .， 任 取 
它 的 一 个 成 员 六 ,例如 六 .根据 1 ,六 ,中 有 一 点 YE 4 一 {}. 
用 定理 4.2 的 证 法 ,知道 存在 四 > 尾 , 使 得 yiEV,,， 根 据 1°, 六 
中 有 一 点 YE 4 一 {}; 因而 % 着 ， 如 此 继续 下 去 , 我们 得 到 由 
4 一 {人 中 的 和 完全 不 同 的 点 所 租 成 的 一 个 序列 {yw} ,收敛 到 省 

建议 读者 想 一 想 , 命 肿 1.2.7.2 的 证 明 (1 $2 中 习题 分 中 , 何 
处 用 了 公理 Ai 与 4 


关于 这 三 个 性 质 的 其 他 结果 ,可 总 结 为 下 面 的 定理 :- 

4.5 定理 ”对 于 拓 提 空间 义 , 3° 全 22 沪 1°; 对 于 满足 公理 41 的 拓扑 安 
关 Xe 2° 书 3°; 对 于 1 安 间 XX, 1° 书 2° 兮 3". 

证 明 见 后 面 的 引 理 4.6 与 4.7, 例 4.1 与 4.2. 了 

这 个 证 明 同 时 也 是 定理 4.4 的 另 一 个 证明 . 

4.6 引 理 ”对 于 满足 公理 41 的 拓 提 空间 ,1° 地 2"， 

证 明 设 人 ,是 定理 4.1 中 的 、 点 x 处 的 一 个 可 数 拓扑 基 ， 因 为 点 x 
是 4 的 一 个 聚 点 ,对 于 每 一 个 %, 存 在 Vn (4 一 2)) 的 一 点 v， 程 据 一 点 公 
的 可 数 拓 拉 基 {F 才 的 定义 , 立 列 知 道 z 是 序列 {zw} 的 一 个 极限 点 ;这 就 得 到 
了 2°. 】 z 

例 4.1 对 于 例 3.2 中 不 满足 公理 4 的 71 答 关 下 ( 才 看 例 3.5), 1° 书 
2°. 

设 4 是 六 的 子 集 、 如 果 4 可 数 ， 则 4 无 聚 点 ; 如 果 4 不 可 数 ( 例 如 
司 大 zs< 革 ) 则 开 的 任 一 点 z( 例 如 z = 子 ) 都 是 4 的 一 个 聚 点 , 即 =X. 


(复习 题 .) 
妇 果 人 2 是 入 的 一 个 收 伍 序 列 ， 以 2 为 极限 点 ， 则 存在 一 个 自然 数 NA， 
使 得 2 一 2 对 于 % 关 N， 事 实 上， 如 时 不 然 ， 则 从 2 的 邻 域 (5 一 {zn}) U {zr} 


4. 公理 41 与 7T1 的 意义 : 子 集 的 聚 点 与 收敛 序列 的 极限 点 41 
可 以 推 知 x 不 是 序列 14n7 的 极限 点 . 

现在 家 4 不 可 数 . 上面 的 业 果 就 明 , 任 一 点 ?是 4 的 聚 点 , 但 4 一 {x} 
中 无 序列 收 钱 到 x, 朗 1e 书 2°. 

然后 从 引 理 4.3, le 书 3°. 

4.7 引 理 对 于 7 空间 XX, 2° 一 3°. 

证 明 考 钻 4 一 {x} 中 任 一 序列 {24} > 42, zi 不 2 对 于 每 一 %”. 了 和 集 
0 = {ow} 不 可 能 是 有 限 的 . 如 果 C 有 限 ,草根 据 六 是 7 空 闻 的 假 粒 , 入- 
C 将 是 开 集 ,将 是 点 的 一 个 邻 域 , 而 不 包含 序列 {xn} 的 点 ; 这 与 好 小 -2 于 
盾 ， 于 是 子 集 C 是 无 涩 的 ; 此 时 显然 存在 {zw} 的 一 个 子 序列 fj， 由 完全 不 “ 
同 的 点 改组 成 ;而且 收 化 到 点 x，】 、 

例 4.2 满足 公理 4; 的 Po 空间 而 非 71 空间 的 例子 ; 对 于 这 空间 ,2 失 
3°. 

设 拓 拉 空间 X 只 包含 三 个 不 同 的 点 4, b,c, 而 且 它 的 非 空 开 集 是 包含 
点 4 的 所 有 子 集 . 

文 是 有 限 空间 ,因而 满足 公理 4s 与 41. 

易 证 入 是 To 空间 ,但 非 71 空间 . 

点 b 与 。 都 是 子 集 4={Q} 的 聚 点 , 2 二 X. 不同 于 Ti 空间, 7o 空间 的 
一 个 有 限 子 集 可 以 有 聚 点 . (复习 题 .)) 

文 的 党 序列 {ci} x4=a 对 于 每 一 2 以 点 4， b,c 为 极限 点 (不同 于 
7, 宏 间 , To 室 关 的 一 个 收 伍 序列 可 以 有 不 只 一 个 极限 点 .〈 复 习题 ,)) 于 是 
2° -43 3°, 

4.8 定理 设 f: 卫 一 了 是 从 满足 公理 41 的 拓扑 空间 气 到 
拓扑 空间 了 工 的 对 应 ， 如 果 对 于 肝 的 每 一 点 2 以 及 革 的 任 一 序列 
{fz} 收 售 到 点 2, 象 序列 {f (wn)} 收 钙 到 f(z) , 则 f 连 种. 

参看 定理 2.4 的 第 二 个 鱼 论 . 

证 明 根据 定理 2.4 中 的 4°, 只 需要 放 明 ,对 于 XX 的 任 一 非 
宏 子 集 4, f(A) CF(4). 设 点 YEf (A) 然后 存在 点 %€4 使 得 
f(w) ~-y. 现在 有 两 种 可 能 : D)2E4, 2)5E 4， 在 情形 1) 下 , 明 
显 地 点 yEf(4) CF(4)， 在 情形 2) 下, 因为 总 满足 公理 41， 根 
所 定理 4.5， 4 一 {z} 中 存在 一 序列 {2,}, 收 仇 到 “， 再 根据 假发， 


TY 
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象 序列 {f(z 0)} 收 化 到 y= 了 f(s)， 了 既然 f(z,) Ef 了 {4) 对 于 每 一 个 
n， 所 以 从 图 包 的 定义 , yEf(4). 于 是 f(A)CF(4), 因 而 f 连 
续 . 了 

例 4.3 定理 4.8 中 不满 足 公理 妃 的 条 件 不 能 取消 . 

设 拓扑 空间 区 同 例 3.2 中 ， 它 不 满足 公理 41; 而 且 , 如 果 科 中 的 一 个 
序列 {zw} 收 煞 到 点 m, 则 存在 一 个 自然 数 N， 使 得 24 一 2， 对 于 n>N， 设 了 
是 欧 几 里 得 空间 三 的 子 空间 0<<y<1， 而 且 f; X > 了 是 由 y=/(*) =z 定 
义 的 对 应 ， 然 后 , 明显 地 , 如 果 序列 fw,} 收敛 到 z， 划 象 序列 {f(zw) } 收 做 
到 /CD 

容易 看 出 了 不 速 自如 下 ， 合 卫 为 工 的 开 子 集 子 < Y 一半 .但 从 例 3.2， 
广 :(B) 不 是 X 的 开 子 集 . 


5. 公理 4, 与 13 的 意义 : 紧 致 性 与 三 种 列 紧 性 


本 节 继 秆 前 一 节 计 论 的 精神 .我 们 先烈 出 对 于 拓扑 空间 而 宫 
的 下 刚 四 个 性 质 : 

1”( 子 集 式 ) 列 紧 性 : 任 一 无 穷 子 集 至 少 有 一 聚 点 ; 

2” 复 盖 式 烈 紧 性 : 任 一 可 数 的 无 穷 的 开 复 盖 有 -一 有限 的 子 
复 盖 ; 

3” 序 列 式 列 紧 性 : 任 一 序列 有 一 收 旬 的 子 序列 ; 

4” 紧 致 性 : 任 一 开 复 盖 有 一 有 限 的 子 复 盖 . 
这 里 的 拓扑 空间 的 复 盖 是 仿照 定义 工 .. 工 得 来 的 ， 对 于 度量 空间 
与 对 于 拓 扩 空间 ， 紧 致 性 与 三 种 列 蜂 性 的 定义 完全 相同 .， 参 汪 定 
义工 4.1, 定理 I.4.5, T.5.34 这 四 个 性 质 都 是 拓扑 性 质 . 

本 节 言 论 的 背景 是 关于 度量 空间 的 定理 I.4.5 与 I.5.3, 它们 
分 别 说 ,对 于 度量 空间 , 1° 把 3。 与 1° 所 和. 我 们 将 见 到 ,对 于 拓 
扑 空 间 , 有 必要 在 这 三 个 性 质 之 外 增加 人 性质 2?， 明 显 地 4° => 2°. 
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但 2 不 这 二 44" ,因为 有 这 种 空间 的 例 - 王 : 任 一 开 复 六 的 任 一 可 数 
无 窃 的 子 集 莉 趟 是 复 诉 ， 由 于 需要 的 准备 知识 超出 本 书 的 泡 团 ， 
这 里 不 能 介 丫 这 种 例子 本 节 的 主要 定理 是 定理 5.6， 指 出 公理 
42 与 2 的 一 个 意 多 . 

例 5.1 不 具有 这 四 个 性 质 的 拓扑 空间 的 例子 ， 衣 拓扑 空间 玉 同 例 4.1 
与 例 3.2 中; 它 是 六 空间 ,而 非 5 空间 ( 例 3.5)， 从 例 4.1, 了 不 具有 性 质 
1° 与 3°. 现在 证 明 六 不 具有 性 质 22， 命 0, 一 二, 二，… 上}. 明显 地 1 
= {8 一 04} 是 一 个 开 复 盖 (用 de Morgan 公式 ), 而 且 不 包含 有 限 的 子 复 盖 、 了 
因为 4e 沪 2°, 所 以 和 也 不 具有 姓 质 49。 ~ 

5.1 引 理 对 于 拓扑 室 间 了 ,4° 地 2° 过 1°. 一 

证 明 上 文 已 说 明 4° =>2*， 现 在 用 反 证 法 证 明 2° -> 1°. 
设 具 有 人 性质 2° 的 拓扑 空间 总 不 具有 性 质 1”, 序 定 有 一 个 不 其 
有 聚 点 的 无 穷 子 集 . 考虑 这 子 集 的 一 个 可 数 无 穷 的 子 集 4, 起 写 
的 点 是 {4}， 然 后 仿照 定理 I.5.3 的 充分 性 的 证 明 , 得 到 也 的 一 
个 可 数 无 穷 的 开 复 六 ， 而 它 无 有 限 的 子 复 盖 ;这 是 说 也 不 具有 性 
质 2 ,与 假设 矛盾 . 】 

下 一 步 我 个 是 要 话 明 3 =>2°; 但 这 证 明 需 要 下 型 的 重要 定理 
(定理 5.2)， 

如 果子 集 的 序列 4 满足 条 件 

AD 古书， 

它 就 叶 作 下 降序 列 . 

5.2 定理 ”性质 2” 与 下 述 性 质 PP 等 价 : 非 空 阴 集 的 下 降序 


天 {有 非 空 的 交集 门 AA,. 


证 明 汉人 性 质 己 .说 拓扑 空间 总 具有 性 质 2 ,而 且 A{7,} 
是 到 中 的 任 一 下 降序 列 , 其 中 7' 都 是 非 空 亲 集 . 用 反 证 法 , 设 
MP.~8. 售 U ,= 一 人 F,; 央 {U 由 是 XX 的 一 个 可 数 的 开 复 盖 、 
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根据 2 , 这 复 盖 有 一 个 有 限 的 子 复 次 
{L L7 ”” ”3 U,} 》 1<13< Nk. 

但 LU UU; 所 以 筷 一 Dr。 这 是 询 ,== 与 假设 了 非 宏 
矛盾 . 

性 质 卫 坊 2*， 设 蕊 具有 性 质 古 , 而 且 {D} 是 古 的 任 一 可 数 
无 穷 的 开 复 座 . 命 ,一 了 一 U Us; 划 {ZF,} 是 并 集 的 下 降序 列 ， 
根据 复 盖 的 性 质 ， 站 也 ,是 空 集 ; 因而 根据 性 质 卫 , 必 有 一 个 Fr。 
-jg, 即 XU U;， 所 以 复 六 {0 收 有 一 个 有 限 的 子 复 盖 {U1, Us， 
”“**y Ur} 。 ] 

5.3 引 理 ”对 于 拓扑 空间 , 3。 之 2。 过 1°. 

证 明 引 理 5.1 中 已 证 明了 2" 之 1?. 现在 来 证 明 3 过 2o 
用 定理 5.2 中 的 性 质 王 来 替代 2"， 发 {7,} 是 子 中 的 任 一 下 降 
序列 ,其 中 五 ,都 是 非 空 并 集 ， 任意 取 一 点 4€ 7,, 得 到 卫 中 的 一 
序 刚 {vn}, 根据 3 9 序列 {wn} 有 一 政 钱 的 子 序列 { 疏 徽 到 点 
tN 对 于 任意 的 ,ww E Vn 当 i2=5; 因 而 ,由 
于 ,是 表 集 ,极限 点 %€ 卫 。 然后 容易 看 出 极限 点 ¢€ 站 了 ， 
即 工具 有 性 质 P. 1 

5.4 定理 (Lindel6f 定理 ) 如果 拓扑 室 间 下 满足 公理 4;( 序 
具有 一 个 可 数 的 拓 扩 基 员 ) , 旧 它 的 任 一 开 复 盖 tt 有 一 个 可 数 的 子 

复 盖 . 

证 上 明 根据 命题 1.3.1, 1 的 每 一 成 只 是 33 的 若干 度 员 的 
并 集 。 故 对 于 的 任 一 成 册 UU, 和 8 的 成 员 中 有 些 CU; 出 的 这 种 
成 员 的 全 体 

{BIBEYB, BCU:} 

是 由 的 一 个 子 族 . 当 厅 源 历 11, 这 些 子 族 的 井 集 记 作 3': 
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B'= {BIBEYB, BCU;U EM)}; 
好 ' 仍 是 四 的 一 个 子 族 . 

现在 ,对 于 3' 的 每 一 个 成 员 B', 取 定 妇 的 一 个 成 员 U(B') > 

8B8'， 人 然后 考虑 这 种 U(B') 的 爹 体 : : 
W= {UV(B') |B' EY'}; 
因为 8' 可 数 , W' 是 1 的 一 个 可 数 子 族 . 

现在 要 证 明 的 是 : W 是 并 的 一 个 复 盖 ， 因 而 IT 有 一 个 可 数 
的 子 复 盖 人 事实 上 , 子 的 任 一 点 必 EL 的 某 一 个 成 员 UU, 因而 
必 ED 所 包 合 的 某 一 个 成 员 B; 从 3' 的 定义 ,这 里 所 说 的 BEY'; 
于 是 ZELULB)EL. 

5.5 推 花 ” 对 于 满足 公理 4s 的 拓扑 空间 , 2° 之 各 .了 

现在 我 们 可 以 证 明 本 节 中 的 主要 定理 : 

5.6 定理 ”对 于 满足 公理 4s 的 Ti 空间 , 特别 地 对 于 度量 安 
间 , 1"6O2 O33 < 二 ， 

证 明 首先 ,对 于 度量 空间 ,根据 定理 I.4.6, 引 理 5.1, 定 
理 I.4.5 与 1.5.3， 这 四 个 性 质 的 任 一 个 获 涵 度量 空间 满足 公理 
A，. 所 以 根据 定理 I.4.5, 1.5.3 与 推论 5.5， 本 定理 的 灶 论 对 于 
度量 空间 成 立 . 

更 在 设 节 是 满足 公理 4, 的 Tj 空间 . 根据 引 理 5.1, 5.3 与 
5.4, 只 需要 证 明 : 对 于 也, 1 一 3?. 

设 {} 是 不 中 的 任 一 序列 .如 果 序 列 {zw} 有 一 子 序列 , 其 点 
完全 相同 , 则 这 子 序 烈 收 伊 . 所 以 只 要 考虑 没有 这 种 子 序 列 的 序 
列 {zj} ， 当 序列 {w} 没 有 这 种 子 序列 时 , 它 显 然 有 由 完全 不 同 的 点 
所 租 成 的 一 个 子 序列 包 小 ， 考 典 无 穷 子 集 4= [| {yw} . 根据 假 训 
1°，4 有 一 察 点 YE 了 六. 

现在 ,因为 了 也 是 满足 公理 41 的 Ti 空间 , 我 们 可 以 对 于 4 
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地 9 应 用 定理 4.4 (定理 4.4 中 的 1° 地 3°), 得 到 4 一 也} 中 的 .由 
完全 不 同 的 点 所 租 成 的 一 个 序列 {2 ,收敛 到 y. 

由 于 序列 也 小 的 点 完全 不 同 , 序列 {2 的 点 完全 不 同 , 以 及 序 
出 {24} 忆 44 一 {序列 {8&4} 与 序 刘 {yw 显然 有 一 个 公共 的 子 序 刘 
{20w} ;于 是 序列 {zi} 有 一 个 子 序列 Ts 收 久 到 y. 时 

并 者 可 参看 定理 I.4.5 的 证 明 . 


关于 这 四 个 以 质 的 其 他 和 结果 ,有 下 面 的 定理 : 

5.7 定理 ”对 于 把 扩 空 间 , 4? 地 2° 地 1 3° 人 2 => 1°; 对 于 满足 沁 1 
的 拓扑 空间 , 二 书 2° 合 3°; 对 于 满足 4 的 拓 扩 空间 ,; 1° 2° 全 3 合生 ;对 
于 71 空间 , 1 售 2°; 因而 对 于 注 足 公理 41 的 7 空间 , 二 会 3 全. 

证 明 晃 后 面 的 引 理 5.8，5.9 与 例 5.2. 3 

这 个 证 明 同 时 也 是 定理 3.6 的 另 一 个 证 明 . 


5.8 引 理 ”对 于 满足 公理 41 的 拓 打 空间 ，2 ”一 3”. 
示 和 集合 (te ，、 划 


AiD 4, DO.… I A, I. 
是 XX 中 的 非 空闲 集 的 下 降序 列 ， 从 性 质 2” 与 定理 5.2, 六 中 存在 一 点 


[= 


ZE[ 4,. 


设 信 是 定理 4.1 中 所 褒 的 、 护 3 处 的 一 个 可 数 的 拓扑 基 : 
Vj 了 六 站， 

因为 2€ 4 所 以 xz 的 邻 域 Pi 中 有 i 的 一 点 zm) 碳 之 1; 因为 2€ Aniris 所 
以 Fe 中 有 45 的 一 点 2x ?>N4; 如 此 类 推 , 得 到 序列 {x 的 一 个 子 序列 
{rnty 其 中 %,ET;， 因 为 {1 ,} 具 有 定理 4.1 中 所 襄 的 性 质 , 子 序列 {2 收敛 
到 点 x。 这 就 证 明了 空间 X 具有 性 质 3”. 3 

53.9 引 理 对 于 全 空间, 1” 地 27. 

证 明 用 友 请 夸 , 设 入 有 性 质 圭 ,但 它 的 一 个 可 数 无 穷 的 开 复 羡 = 
训 必 不 包含 有限 的 子 复 盖 。 然后 对 于 每 一 个 [一 一 (01) 是 非 空 阴 
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集 ， 在 FF, 中 任 取 -一 点 mm 作成 子 集 4=U {en}. 


首先 ,如 果 4 是 无 穷 集 合 , 则 性 质 1° 说 4 有 一 个 聚 点 x, 而 且 公 理 71 菇 
酒 : > 的 每 一 邻 域 包含 4 的 无 穷 多 个 点 ;因而 3 是 集合 4, 一 \ J {2 的 一 个 到 
点 . 但 4, 是 并 集 " 的 子 集 ;所 以 xz Ef, 对 于 每 一 个 好 因而 %EV， 对 于 每 
一 个 n. 这 与 4 是 的 复 盖 矛盾 .所 以 4 是 有 限 集合 . 

其 次 , 如 果 4 有 有， 则 存在 4 中 的 一 点 a 与 自然 数 序 列国 mg 一 … 一 nm 

…， 使 得 z, 一 4a. 但 根据 了 与 2 的 作法 (7 汪 Fiwi 与 zn€ Fi)， a€F, 
对 于 每 一 个 n. 这 又 与 牙 是 下 的 复 六 予 盾 . 】 

例 5.2 满足 公理 4s 但 不 满足 公理 21 的 丘 盾 空 间 的 例子 ;对 于 这 空间 ， 
1°4>2°, 1°.93°, 

设 S 是 所 有 自然 数 的 集合 。 对 于 每 一 自然 数 %， 命 B, = {2% 一 1, 2n}. 
吕 = 二 {8B,} 显然 是 S 的 一 个 拓扑 基 ; S 与 只 葵 出 一 个 拓 扩 空间 六 . 容易 看 出 
入 不 是 Zi 空间 (也 不 是 Lo 空间 ). 

X 具有 性 质 1 .事实 上 , 对 于 每 一 自然 数 %, 点 2n 是 独 点 集 {24 一 1 的 
一 个 聚 点 ,而且 点 2% 一 是 独 点 集 {2%} 的 一 个 诊 点 ; 因而 式 的 每 一 非 空子 集 
至 少 有 一 个 聚 点 ,因而 X 具有 性 质 1°. 

X 不 具有 性 质 2" . 事实 上 ,由 是 并 的 一 个 可 数 无 状 的 复 盖 , 但 不 包含 有 
限 的 子 复 盖 ， 

附带 指出 ,从 序列 { 对 可 知 XX 也 不 具有 性 质 3°. 

5.10 定理 ” 紧 臻 的 拓扑 宏 间 和 的 任 一 关子 集 下 是 紧 私 的 . 

证 ” 明 根据 子 集 的 紧 致 性 的 定义 (G5) ,我 们 要 证 明 的 是 : 于 子 集 己 作 
为 拓 扩 空间 (XX 的 子 空间 ) 时 ,的 任 一 开 复 盖 轴 = {Va} 有 一 有 限 的 子 复 董 . 
因为 是 六 和 的 子 空间 ,存在 XX 的 开 集 U6, 使 得 Va=UaN 记 ;因为 F 是 义 的 
明子 集 , 一 下 是 开 集 ， 然后 明显 地 , = 104, 久 ~- 本 是 匀 的 一 个 开 复 盖 ; 
因为 了 竖 致 ,这 复 盖 革 有 一 个 有 限 的 子 复 盖 ,W( 久 一下 可 能 €, 也 可 能 E11). 
然后 1' 的 成 员 与 的 交集 粗 成 下 的 一 个 开 复 盖 , 而 且 是 下 的 开 复 盖 吕 的 有 
限 子 复 盖 ， 这 就 证 明了 紧 致 . 】 


习 题 
1. 哉 证 : 满足 公理 4; 的 拥 扑 室 关 有 可 数 的 笛 密 子 集 ， 
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2. 设 { 了 Fo} 是 拓扑 空间 X 的 一 族 天 集 . 如 果 族 1f。} 的 每 一 有 限 的 非 室 
子 族 的 全 体 成 员 的 交集 非 空 ,我 们 就 襄 族 {Fo} 具有 有 限 非 空 交 的 性 质 .。 如 果 
X 的 每 一 具有 有 限 非 空 交 的 性 质 的 族 {fa} 也 使 得 [1 了 ae 寺 4, 我 们 训 膏 六 共 
有 性 质 和. 斌 证: 拓 扩 空间 六 紧 致 舍 X 具有 性 质 &. 

[提示 : 参看 完 理 5.2.] 

3. 试 证: 定理 5.10 中 的 “ 紧 致 " 可 改 为 列 紧 ， 或 复 盖 式 列 紧 , 或 序列 式 
列 紧 . 讨论 定理 5.10 以 及 改 后 所 得 的 命题 中 的 " 阴 ” 可 否 删 去 . 

4. 识 入 1 与 入 是 扩 盾 符 间 ， 试 证 : 积 空间 X1 XX 紧 致 会 信 : 与 六 3 都 
紧 教 . 


6 正则 窒 间 - 正规 空间 . 度量 化 定理 


本 节 只 用 分 离 性 公理 与 可 数 基 公 理 4s, 而 不 涉及 各 种 列 紧 性 
与 紧 救 性 . 本 市 从 正则 宏 间 与 正规 空间 的 各 一 种 鹿 划 开始 , 通过 
正规 空间 中 的 连续 区 数 的 寻 花 ,得 到 具有 可 数 基 的 正规 的 2 空间 
与 具有 可 数 基 的 正则 的 Zi 空间 的 度量 化 定理 . 


6.1 定理 ”拓扑 空间 及 是 正则 空间 全 拓扑 空间 态 的 任 一 
点 的 每 一 个 邻 域 包含 这 个 点 的 一 个 邻 域 的 于 包 . 

证 明 必要 性 , 设 卫 是 正则 空间 ,zx 是 它 的 任 一 点 ,U0 (z) 是 
5 的 任 一 邻 域 ， 根 据 正 则 空间 的 定义 ，{z} 与 阴 集 了 = 于 一 U(x) 
各 有 一 个 邻 域 玉 (z) 与 (FF), 使 得 V(z) nF(B) 一 8B, 即使 得 
(vz)C 且 ~V(8)， 然 后 

Vl CTVF)= EV(F CT-F=U(y). 

充分 性 . 设 拓 扑 宏 间 革 已 满足 定理 的 条 件 。 我 们 要 证 明 了 
正则 . 为 此 , 考虑 于 的 任 一 点 2% 与 子 的、 不 包 舍 w 的 任 一 采集 
8 ， 首 先 , VC) 二 于 一 了 就 是 点 2 的 一 个 邻 域 . 根据 假说 ，2 有 
一 个 邻 域 V(x) ,使 得 (vw)cU(z). 因为 U(z) 由 FF = (一 也) 
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NF=-g,V(z) NF=g; 于 是 于 一 广 (zx) 是 也 的 一 个 邻 城 , 不 交 
V(z). 1 

6.2 定理 ”拓扑 空间 交 是 正规 空间 仿 拓 扑 空间 的 任 一 防 
集 的 每 一 个 邻 域 包 含 这 个 于 集 的 一 个 邻 域 的 于 包 . 

证 明 ”必要 性 .起 了 是 正规 窑 间 ,了 了 是 它 的 任 一 开 集 ,0(F) 
是 五 的 任 一 邻 域 . 根据 正规 空间 的 定义 ,也 与 = 及 -0U( 玉 ) 这 
两 个 并 集 各 有 一 个 邻 域 站 (了) 与 (7') ,使 得 VCPF)NV(7') 一， 
即使 得 六 (7) 己 肝 一刻 (8')， 然 后 , 同 前 一 定理 的 证 明 中 一 样 ， 

VCFICR-V(F CR- WI-U(F). 


充分 性. 设 拓 扑 空 间 下 已 满足 定理 的 条 件 ， 我们 要 证 明基 
正规 .为 此 ,考虑 了 的 任意 两 个 不 相交 的 月 集 也 1 与 了 了，。， 首先， 
U(FI) 二子 一 Fs 是 了 i 的 一 个 邻 域 ， 根 据 假设 ,有 一 个 邻 域 
玉 (1), 使 得 六 CBF1) CU(Fj).， 然 后 同 前 一 定理 的 证 明 中 一 样 ， 
卫 一 VJ7) 是 Wa 的 一 个 侣 域 ,不 交 V(F1). 

定理 6.1 与 6.2 分 别 是 正则 空间 与 正规 空间 的 一 种 章 旭 ， 也 
可 以 分 别 看 作 正 则 空间 与 正规 空间 的 另 一 个 定义 . 


一 个 空间 的 拓扑 影响 这 空间 中 所 有 可 能 存在 的 画 数 .例如 在 
例 4.2 的 To 空间 中 ,回炉 画 数 必 是 常 值 画 数 .〈 复 习题 . ) 现在 我 
们 介 阁 正规 空间 中 的 、 利 用 连 粮 画 数 的 一 种 刻 划 及 其 应 用 . 

6.3 定理 拓扑 宏 间 且 是 正规 的 命 对 于 拓扑 空间 瑟 的 任 
意 两 个 不 相交 的 六 集 4 与 B, 存在 连 炽 苹 数 /: 全-> [0, 11, 使 得 
f(z2)=0 当 2E€4, f(r%)=1 当 w€B. z 

证 明 充分 性 . 设 4 与 B 是 拓 丰 空间 尺 的 任意 两 个 不 相交 
的 阴 子 集 . 设 条 件 已 满足 , f 是 条 件 中 所 说 的 连 秆 画 数 ， 取 [0,1] 


的 两 个 开 于 集 G 一 |0, 子 )， 五 一 ( 子 ,1|， 而 且 命 0U=f7!1 (9G), VV 


mm i rp iit i RE 
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一 了 (及 )， 明显 地 上 与 了 是 分 别 包含 4 与 刀 的 、 两 个 不 相交 的 
开 集 .于 是 六 是 规 . 

必要 性 (YppicoH 引 理 )。 设 拓 扩 空间 六 正规 ,而 且 和 4 与 了 是 
和 的 任 尊 两 个 不 相交 的 于 子 集 . 我们 要 来 作出 条 件 中 所 六 的 测 数 
了. 因为 一 了 是 4 的 一 个 邻 域 ， 根据 定理 6.2, 4 有 一 邻 域 U， 
使 得 

ACUCUCX-—B. 
在 进而 作 了 之 前 ， | 号 一 下 将 乐 用 首 


人 


先 注意 [0, 了 的 2 等 分 的 分 点 是 闻 ，4 等 分 的 分 点 是 守 , 子 一 部， 
闻 ， 以 罕 于 2 等 分 的 分 点 是 7/2", 7 一 1,2， pn 在 2" 等 
分 的 分 点 中 ， 那些 上 和 有 下 偶数 的 比 亲 是 9。 等 分 时 东 更 早 竺 分 
时 的 分 点 ， 其次, 相当 于 每 一 个 分 点 = - 寺 ,我 们 将 要 作出 总 的 
一 个 开 和 集 0U;，, 使 得 ,对 于 r<<r'， 
ACcCUCUCUCUCU CU CC 一 已 (1) 
最 后 ,我们 将 要 根据 了 的 任 一 点 z 属于 或 不 属于 那些 Us 来 定义 
了 (2), 得 到 定理 的 证 明 . 
第 一 步 ,现在 从 上 文 的 UU 出 发 ,正式 地 作 U-。 完全 同上 文 从 
4 与 它 的 邻 城 全 一 B 出 发 取 定 UV 一 样 , 现在 从 下 的 于 集 ! 与 它 
UCU CU CFB. 


这 是 我 们 用 轨 移 法 来 作 科 二 的 第 一 步 ， 再 假 识 对 于 += 吉 -，” 一 
1 2，…， 一 1 nn 一 1，2，…, 和 (之 1) ,已 到 定 满足 条 件 (I) 的 U;. 
现在 考虑 了 一 -gtr， = 二 2 …， 3811 一 1， 当 + 的 分 子 + 是 偶 
数 ,根据 归 条 法 假发 , U* 已 释 取 定 了 ;所 以 只 要 作者 些 Usr 的 分 
子 是 奇数 ,使 得 它们 满足 条 件 (D) ,部 
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4CUCTCCT vam CU pa CU, EU, 

CU EUrDi CC CR—B. (2) 

认 7? 是 奇数 ,因而 7 一 1 与 7 十 1 是 偶数 ， 如果 7? 关 1, 2 中 一 1, 先 

全 同上 文 从 4 与 总 一 了 出 发 取 定 三 一 样 ,现在 从 Ve-byarn 以 及 

它 的 邻 域 避 ov 出 发 取 定 满足 条 件 (2) 的 一 个 Var: 如 后 
7 一 1 或 2*1 一 1, 取 法 类 似 ， 这 就 完成 了 所 有 的 Uz 的 作法 . 

第 二 步 , 定 义 所 求 的 函数 广 怀 一 50, 条， 如果 革 的 点 42 属于 
某 些 U;, 则 命 了 (z) 为 全 体 这 种 z 的 下 确 界 ;如 果 2 不 属于 任 一 个 
Ui, 则 命 f(z) 一 I， 有 明显 地 , f(%) 一 0 当 wE€4, 而 f(z) 一 1 当 
EB. 

最 后 ,证 明 f 连 秆 . 设 点 x%0E 了 而 且 0 过 (zo) 二 1.， 对 于 任 
演 之 0, 使 得 0 过 (zo) 一 se (zo) 十 8 志 1, 我 们 要 找 得 zo 的 一 个 
邻 域 六 (wo) , 使 得 |f (2) —f (vo) | 二 8, 当 ZEF (wo)， 有 明显 地 [0,1] 
有 两 个 重 分 点 7 与 5', 使 得 f(x0) 一 2 <7<f (v0) <<7'<f (v0) + 
然后 可 取 V(zo) 一 Uw 一 0:， 在 f (wo) 一 0 或 1 的 情形 下 ， 证明 类 
似 . ] 

定理 6.3 中 的 条 件 还 可 以 改 为 :对 于 又 的 任意 两 个 不 相交 团 
集 4 与 B, 存在 连 炉 函数 9g: >[4, 9], 使 得 g(x) 一 4, 当 2%E4， 
g(z) 一 0, 当 %EB. 事实 上 ,可 以 通过 从 [0, 1 到 [6, 6] 上 的 拓扑 
映射 及 (zw) 一 @ 十 (0 一 84)z, 取 9 二 hf. 

从 定理 6.3 的 充分 部 分 ,可 以 得 到 下 面 的 重要 定理 . 

6.4 定理 (yppicog 戏 和 定理 ) 每 一 个 具有 可 数 基 的 正规 的 
Ti 空间 下 回 耳 于 Hilbert 宏 间 (的 基本 方 体 ) 的 一 个 子 集 . 

佣 明 朗 正 规 的 Tj 宏 间 XX 的 一 个 可 数 基 是 号 一 {Bn} .根据 
定理 6.2 以 及 拓扑 基 与 邻 域 的 定义 , 给 定 了 任 一 B;, 必 存 在 B; 使 
得 B,CB,，( 这 获 涵 B. 站 (XX 一 Bj) 一 9.) 这 样 的 一 对 (B;，B)) 叫 作 
一 个 典型 对 .由 于 基 咱 可 数 , 所 有 的 典型 对 形成 一 个 可 数 集 , 因 I 作 
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可 这 排列 成 -一 个 序列 : 
iy Tay IT (人 B)). 

根据 定理 6.3 的 充分 部 分 ,对 于 每 一 个 典型 对 xz, = (BB))， 
作出 具有 下 下 伺 质 的 连续 画 数 广 : XX 一 [0, 1]: 

fn(2)=0, 当 vsEBs jz) 一 1 当 2E 开 一 Bi O<f,(r) <1. 
对 于 到 的 任 一 点 2， 命 

Fo) 一 ao fa (8) /2, 六 AM ). 

因为 级 数 器 有 2(2) /m2 收 全 而 且 |fu(z) /n| < 二 ,所 以 了 (2%) 可 以 看 
作 Hibert 宏 间 的 基本 方 体 7* 的 一 个 点 . 因而 有 对 应 了: 了 ->J*. 
现在 还 要 证 明 的 是 f: 了 >f( 匀 ) 是 拓 盾 映射 . : 

首先 证 明 了 是 一 一 对 应 ， 即 了 的 不 同 的 两 点 2 与 vz' 的 象 点 
f(z) 与 f(z') 不 同 。 对 于 答 定 的 和 2 与 2， 由 于 和 是 正规 的 4a 空 
团 , 存在 一 个 Bj, 使 得 2€B;, 7 E 和 一 Bi 然后 存在 一 个 典型 对 
zn 一 (Bi, BpB) ,其 中 B23Zz， 因 而 户 (c) 一 0, 而 f(%') 二 1; 于 是 
f (v) ¥f (2). 

其 欢 话 明 了 连续. 改 和 给 定 了 东 的 任 一 点 wo 与 任 一 正 数 2. 不 
妨 假 设 8 <2， 我 们 要 得 出 ze 的 一 个 邻 域 U (wo), 使 得 p (f(z2)， 
F(zo))<s, 对 于 任 一 点 ZEU (wo)。， 虽然 了 (%) 的 每 一 个 坐标 都 是 
连 和 粳 画 数 , 但 f(x) 却 有 无 穷 多 个 坐标 ; 所 以 我 们 进行 如 下 .第 一 ， 
下定 一 个 充分 大 的 正 整 数 X , 使 得 

如 让 < 各 
. NT 12 本 

第 二 ， 对 于 7 一 [， 2, …, 好, 由 于 fi(%) 的 连续 性 ,能 求 得 点 wo 的 
一 个 邻 域 0;‘%0) , 使 得 z 


Fin) fr0) | < Fy 


对 于 从 一 点 化 € U(ro). 服 司 》 用 U (zo) 肖 不 Li (zo0) 3 Us (wo0) ,: »""" 
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Uw (wo) 的 交集 ， 它 是 点 zo 的 一 -个 邻 域 . 我 们 衣 ,，U (zo) 就 是 所 求 
9 邻 域 .事实 上 ,对 于 任 一 点 ZEU(zo)， 有 
pf fl00)) = DE fo) 
ey Efrat)—frlTo0))? EE? ,8 3 


最 后 证 明了”: A(X) 一 XX 连 秆 . 设 答 定 任 一 点 yo Ef (XX) ,并 
且 wo 一 f(yo). 更 在 对 于 wo 的 任 一 邻 域 UU (wo)，, 要 得 出 yo 的 、 在 
(对) 中 的 一 个 s- 球 形 邻 域 矿 (go,s) ,使 得 广 !(7 (yo,8))CCU (vo). 
为 着 要 得 出 一 个 8, 先 选 定 一 个 典型 对 mw, 一 (Bt,B)) ,使 得 zoE Bi， 
B; 二 U (zo)， 我 们 说 ， 二 就 是 所 要 得 出 的 一 个 s; 朗 当 YE 
V (yo, 记 ) 时 ,f(y) =% ED (oo). 

事实 上 ,如 果 2ZEV(czo) ,部 2E 吕 一 7 (v0), 央 将 有 f,(%) 一 1. 

又 因为 zoE Bi, 有 f(zo) 一 0; 所 以 
fat) fnlrvo) 1 

1 nN 


于 是 
ply, 0) =p(F (0), fo0)) > | 一 加 2 | 一 元 一 8， 


与 yEV(yo, 二 ) 矛盾 . 】 


从 例 I.4.4 与 定理 3.4, 立 列 得 到 定理 6.4 的 下 面 两 个 值得 
提出 的 推论 . 

6.5 推论 ”拓扑 空间 于 同 胀 于 Hilbert 宏 间 的 一 个 子 集 命 
拓扑 空 交互 是 正规 的 了 1 空间 插 且 具有 可 数 基 . 

这 推荐 的 意义 在 于 用 拓扑 性 质 列 划 了 例 工 1.3 中 具体 地 定义 
的 Hilbert 空间 的 子 集 . 
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6.6 推论 ”有 共有 可 数 基 的 缸 扑 空间 XX 能 度量 化 会 具有 可 数 
基 的 拓扑 空间 于 是 下 规 的 TDi 空间 . 

结合 着 推荐 6.6, 读者 可 参看 例 3.1. 

推论 6.6 已 .您 是 一 个 度量 化 定理 .我 们 现在 要 证 明 一 个 更 蝇 
的 度量 化 定理 : : 

6.7 定理 (度量 化 定理 ) ”具有 可 数 基 的 一 个 拓扑 宏 间 对 能 
度量 化 会 具有 可 数 基 的 拓扑 空间 立 是 正则 的 2 空间 . 

这 定理 显明 地 是 推论 6.6 与 下 面 的 定理 的 直接 推 葵 . 

6.8 定理 (Taxorop) 每 一 个 县 有 可 数 基 的 正则 空间 是 正规 
空间 . 

证 明 发 4 与 刀 是 具有 可 数 基 的 正则 空间 总 的 任意 两 个 
不 相交 的 阴 集 . 因为 下 正则 ,以 及 B 是 X 的 阴 集 ,根据 定理 6.1， 
4 的 每 一 点 2 有 一 邻 域 U(x)， 其 了 开 包 不 交 B; 因而 总 中 所 有 的 
U(z) 租 成 4 的 ,在 飞 中 的 (参看 定义 1.5.1) 一 个 开 复 盖 1t， 同 
样 地 得 到 B 的、 存 了 中 的 一 个 开 复 盖 8= 扩 (y)iyE€B}， 而 且 
l1U WU {对 一 (4U B)} 是 于 的 一 个 开 复 盖 ， 根 据 定理 5.4, 了 对 的 
这 个 复 往 有 一 个 可 数 的 子 复 盖 ;然后 容易 推出 , 4 的 .在 芷 中 的 开 
复 盖 1 包含 一 个 可 数 的 子 复 羔 {07, B 的 在 对 中 的 开 复 盖 正和 包 
含 -一 个 可 数 的 子 复 靖 亿 小 ， 

命 

0,=U,—U V,, 到 ,= 太一 UU,. 


它们 都 是 开 集 . (复习 题 ,) 容易 看 出 0%NNV ,== 锋 对 于 m 志 nn; 然 
后 得 到 0,NNV% 一 和 对 于 mw%n， 应 用 同样 的 理由 ,但 互 换 UU 与 V 
的 地 位 ,就 得 到 0 和 们 六 ,一 ,对 于 所 有 的 与 m. 

命 
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它们 都 是 开 集 .， 从 NV ;二 和 对 于 所 有 的 与 m%, 着 有 0' 们 扩 " 
一 人 再: 者， 因为 万 站 4 一 入 对 于 所 有 的 2 所 以 ACU'; 同样 地 ， 
BCV'， 于 是 任意 西 个 朱 集 4 与 BB 有 不 相交 的 邻 域 U' 与 普 ， 即 
正规. ]】 


习 题 

1. 举例 襄 明 非 正则 的 72 答 间 不 溃 足 定理 6.1 中 的 条 件 . 

2. 举例 褒 明 非 正规 的 7s 空间 不 着 足 冠 理 6.2 中 的 条 件 . 

3. 识 和 定理 6.3 中 的 六 = L 一 十， 1 ;所 二 4 一 工 / B= {1} ， 试 作 而 《及 
区 刀子， 使 得 了 | [0, 十 是 恒 闻 了 映射 . 

再 作出 易 一 族 tr。 及 映射 了 ,使 得 着 |0, 志 | : |0, 地 |> |0, 1 是 斑驳 
岩 . 

4. 刷 定 理 6.4 中 开 的 可 数 基 由 = {1B,} 的 成 员 BB 一 Bi 是 独 点 集 . 斌 选 
取 另 一 个 适当 的 可 数 基 见 ' 以 及 典型 对 ,使 得 在 腕 射 了 下 Bi 的 象 点 (BL 的 
第 一 个 坐标 是 1, 其 他 坐标 都 是 4. 


7. 紧 致 Hausdor 储 宗 阅 *” 


如 果 我 们 可 以 论 $4 与 85 表 明了 刀 空间 ， 而 非 更 广 的 拓扑 
空间 ,具有 了 一 些 重要 的 空间 性 质 , 我 们 希望 还 可 以 车 , 本 节 将 表 
明 紧 致 了 ausdor 人 f 罕 间 ,不 必 再 加 以 限制 ,已 保留 了 度量 空间 的 相 
当 多 的 重要 性 质 、 

本 节 共 分 三 部 分 .开始 部 分 (推论 7.5 以 前 ) 与 末尾 部 分 : 定 
理 7.8 以 后 , 定理 7.1 应 用 到 上 映射) 都 只 用 分 离 性 公理 与 其 敏 性 ， 
而 不 涉及 可 数 性 公理 ; 只 中 加 部 分 (有 关 度 量化 的 两 个 推 褒 ) 才 用 
到 可 数 基 公理 4。. 末尾 部 分 是 185 的 末尾 部 分 的 推广 ; 它 与 定理 


*) 法 国 N， Bourbaki 把 这 里 的 紧 致 了 ausdort 空间 是 作 “ 紧 致 空间 ”, 
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7.1 也 可 提前 放 在 本 章 $5 的 来 昆 . 

?7.1 定理 ” Hausdorff 空间 总 的 每 一 个 紧 致 子 集 4 是 天 集 ， 

证 明 坝 2 是 蕊 一 4 的 任 一 点 .我 们 要 诈 明 立 -- 4 是 开 集 ， 
训 2 有 一 个 邻 域 不 交 4， 许 然 闷 是 Hausdorff 宏 间 ,对 于 点 与 
4 的 每 一 点 x, 存在 Pp 的 一 个 邻 域 UV(p;z) 与 2 的 一 个 邻 域 V2)， 
而 且 它 们 不 相交 .、{V(w) |zE 4 是 和 4 的、 在 六 中 的 一 个 开 复 六 
(定义 1.5.1); 宅 有 一 个 有 限 的 子 复 盖 人 {位 (81) ,VY (wz2) ,… ,VV (v1)}， 
因为 4 紧 致 , 序 因 为 4 的 任 一 开 复 盖 有 -一 个 有 限 的 子 复 盖 . ( 复 
习题 .) 命 0U(p) 一 门 0(pi;z).U(p) 是 ?的 一 个 分 域 ， 因 为 
{ 玉 (oa ,了 (ra), … (oo 是 4 的 在 三 中 的 复 闵 ， 而 且 DCD) 
NY (0) 一 分 ， BU NA=S. 1 

本 定理 与 定理 5.10 烙 出 下 面 的 表 : 


: Hausdorff 空间 的 子 集 : 紧 致 一 限 ， 
紧 致 上 ausdor 人 在 安 间 的 子 集 : 坚 致 全 月 ;因而 
紧 玻 Hansdorft 空间 的 子 集 : 紧 臻 总 朋 . 


读者 可 大 看 I§4 中 的 表 . 

在 定理 7.1 的 证 明 中 ,如 果 命 了 一 LV(z0) , 则 六 是 4 的 一 个 
分 域 ,而 且 U NV 一 $， 这 就 证 明了 比 定理 7.1 更 强 的 下 述 定理 : 

4.2 定理 设 p 是 Hausdorff 宏 间 X 的 任 一 点 , 4 是 芷 的 
任 一 不 包含 了 的 紧 致 子 集 ， 则 2 与 4 有 不 相交 的 邻 域 .】 

这 定理 又 可 以 推广 成 下 述 定 理 : 

7.3 定理 ”Hausdorff 空间 并 中 任意 两 个 不 相交 的 紧 救 子 集 
4 与 有 不 相交 的 邻 域 

丁 明 根据 定理 7.2, 4 的 任 一 点 4 与 8 有 不 相交 的 邻 域 
U(z) 与 VV(B;w).{U(w) lzE4} 是 4 的 .在 下 中 的 一 个 开 复 盖 ， 
因而 有 一 个 有 限 的 于 复 盖 {0 (%) ,0 (mw),…, U (zm)}. 命 U 一 
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凯 V),V= 站 了 (B;m)， 明 显 地 , U4, VB, 而且 UNV 


一 人 入 .了 

结合 着 定理 5.10, 定理 7.2 与 定理 7.3 分 别 说 紧 致 Haus- 
dorff 空间 是 正则 的 与 正规 的 。 所 以 我 们 有 下 面 的 重要 推论 . 

7.4 推论 每 一 个 紧 致 的 Hausdor 任 宏 间 是 正则 的 ， 而 且 是 
正规 的 . 1 

这 推荐 的 另 一 担 法 是 : 

4.5 推论 下 烈 三 种 类 型 的 拓扑 空间 是 相同 的 : 紧 致 Haus- 
dorff 空间 , 紧 致 正则 的 Ti 空间 , 紧 致 正规 的 《空间 . ] 


从 定理 7.4 还 可 得 出 下 烈 酚 个 度量 化 定理 (人 参看 TI$5 的 例 ): 
?7.6 推论 紧 致 (或 烈 紧 ) 拓 扑 空间 飞 能 度量 化 会 紧 致 (或 列 
紧 ) 拓 了 扑 空 间 卫 是 具有 可 数 基 的 Hausdorff 空间 . 
证 明 首先 ,根据 定理 5.6, 对 于 能 度量 化 的 拓扑 空间 以 及 
对 于 具有 可 数 基 的 Hausdor 任 空间 , 紧 致 性 与 列 紧 性 是 等 价 的 . 
必要 性 ， 很 据 定理 3.4, 能 度量 化 的 拓扑 空间 么 是 正规 的 41 
空间 , 因而 是 Hausdorff 空间 ; 根据 定理 工 .4.6， 紧 致 或 烈 鞭 的 能 
度量 化 空间 具有 可 数 基 . 
充分 性 .根据 推 葵 7.4， 紧 致 或 烈 紧 Hausdorff 空间 上 是正 
规 的 Ti 空间 ;再 根据 推荐 6.6, 区 能 度量 化 . ] 
同样 容易 地 ,可 以 证 明 下 面 的 推论 : 
?7.7 推论 紧 致 (或 烈 紧 ) Hausdorff 空间 六 能 度量 化 今 紧 
致 (或 列 紧 ) Hausdorff 空间 全 具有 可 数 基 . 量 


在 本 节 的 未 尾 , 我 们 要 应 用 定理 7.1 到 映射 ,以 得 到 定理 与 推 
讼 1.5. 和 4 到 上 .5.7 的 推广 . 
7.8 定理 如 果 j 记 区 -> 世 是 从 紧 致 拓扑 空间 六 到 拓 提 空 
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加 六 的 映 于 , 则 (站) 是 了 的 紧 致 子 集 . 

证 明 仿照 定理 1.5.4 的 证 明 . 那里 用 定理 1.5.3, 但 更 在 
用 紧 致 性 的 定义 . 1 ， 

?.9 推论 紧 致 折 扑 空间 六 中 的 任 一 连 炽 画 数 是 有 界 的 ,而 
且 能 在 气 的 点 处 达到 它 的 最 大 值 与 到 小 值 . 

证 明 仿照 推论 1I.5.5 的 就 明 . 那里 用 定理 工 5.4， 但 现 
在 用 定理 7.8. 了 

7.10 推论 如 果 f: X -> 也 是 从 紧 致 拓扑 空间 立 到 Haus- 
dorff 空间 六 的 上 映射 , 则 f 是 孙 映 射 . 

证 明 仿照 推论 I.5.6 的 证 明 . 那里 用 定理 4.3, 5.4 与 
4.2, 但 现在 用 定理 5.10, 7.8 与 7.1. 1 

?7.11 定理 如 果 f: 半 一 了 是 从 紧 必 拓扑 宏 间 祥 到 Haus- 
dorff 空间 的 一 一 满 了 映射 , 则 了 是 拓扑 有 映 射 ， 

证 明 仿照 定理 上 .5.7 的 语 明 。 那里 用 推 花 工 5.6， 但 现 
在 用 推论 7.10. 了 


习 题 


工 _ 试 新: Hausdorff 空间 的 两 个 紧 致 子 集 的 交集 是 紧 致 的 ， 

2. 斌 证 : 正则 宇 间 的 紧 致 子 集 的 于 包 是 紧 致 的 ， 

3. 是 藻 任 一 个 拓 拉 空间 的 每 一 个 紧 致 子 焦 都 是 争 的 ? 把 紧 致 改 为 列 紧 ， 
或 复 盖 式 列 紧 ; 或 序列 式 列 紧 呢 ? 


4 
( 冠 理 7.8) ,是 在 映射 下 的 不 变性 质 ， 


在 和 3 中 我 位 引 进 了 折 扯 空间 芝 的 分 离 性 公理 . 那 蝶 所 说 的 


1 NAAN oe 


当 
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分 部 性 是 关于 的 局 部 和 结构 , 关于 XY 的 任意 两 个 子 集 (两 点 ， 一 
氮 与 一 开 集 ,或 两 并 集 ) 有 否 不 相交 的 邻 域 . 在 本 节 中 我 们 将 引进 
关于 六 的 一 个 整体 结构 一 一 连通 性 .按照 这 将 引进 的 概念 , 欧 几 
里 得 和 平面 五 ”中 的 权 贺 是 连通 的 , 双 曲 线 是 非 违 通 的 ， 昌 然 亡 们 作 
为 度量 空间 都 是 正规 的 了 3 空 央 . 

本 市 的 主要 定理 是 8.3, 8.4 与 8.7. 从 前 两 个 定理 得 知 欧 儿 
里 得 空间 B82? 与 五 上 的 各 种 区 间 都 是 连通 的 ; 后 一 个 定理 的 推论 
8.8 谣 明 连 通 性 的 意义 .此 外 ,还 引进 限制 更 强 的 、 与 直观 意义 更 
明显 的 道路 连 遇 性 . 


8.1 定义 ”如 果 一 个 拓 扩 空间 了 是 它 的 栅 个 非 空 的 、 不 相 
交 的 开 子 集 4 与 BP 的 并 和 集 , 它 就 是 作 非 连通 的 拓 扩 空间 . 把 非 违 
通 的 拓 扩 空间 全 的 这 样 一 对 子 集 4 与 B 叫 作 关 的 一 个 分 解 : 广 
一 4UB， 如 果 互 不 是 非 连 通 的 , 写 就 吓 作 奸 通 的 拓扑 空间 .二 
扑 空 闻 的 一 个 子 集 时 作 连 通 的 或 非 连通 的 子 集 ， 按 照 它 作为 子 空 
寺 时 ,是 连通 的 或 非 连 通 的 拓扑 空间 . 

因为 定义 中 只 牵涉 到 拓扑 性 质 ， 连 通 性 是 拓扑 空间 的 拓扑 性 
质 ， 从 定义 还 容易 证 明 下 刻 命题 . 

8.1.1 命题 非 连 通 的 拓扑 空间 的 定义 中 的 “ 开 字 可 改 为 
天 ”也 可 改 为 “上 开 且 天 

8.1.2 命题 ”拓扑 空间 闷 是 连通 的 多 拓扑 空间 闷 的 子 集中 
只 有 开 与 空 集 眠 开 且 到. (复习 题 .) 

例 8.1 圳 通 的 拓扑 空间 与 子 集 的 例子 ， 一 个 点 所 形成 的 拓扑 空间 是 过 
通 的 ， 半 庸 的 拓扑 空间 是 连通 的 . 

拓扑 室 关 的 空子 集 是 过 通 的 . 

拓扑 空间 X 只 三 个 点 4, b,c， 而 它 的 非 空 开 集 只 是 {a, b,c} , {4, 中 ， 
ta, 0} ，{of 六 是 连通 的 . 

例 8.2 非 连 通 的 拓扑 空 关 与 子 集 的 例 季 ， 包含 至 少 一 点 的 离散 的 扫 扑 
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空间 是 非 连 通 的 , 例 8.1 中 的 六 的 子 集 化 , c} 是 非 连 通 的 . 

例 8.3 欧 几 里 得 直线 页 上 的 有 理 点 集 或 无 理 点 集 都 是 非 速 通 的 子 集 ， 
(复习 题 .) 

例 8.4 欧 几 里 得 直线 五 ! 是 过 通 的 ， 用 反 证 法 ,六 EB1 非 连通 ,因而 有 一 - 
个 分 解 : 本 =4U 了 . 设 aE 4, bEB. 不 护 设 a<b. 用 了 表示 天 区 闻 [e， 菇 ]， 
并且 适 虑 非 空 集合 4nu 与 了 3n7. 它们 是 五 ! 的 有 界 央 集 ， 因 而 是 列 紧 的 . 
然后 它们 之 间 的 距离 4> 0 (1 4 中 习题 1). 用 和 裘 示 BNJ 的 下 确 界 ;然后 
4 二 入 . 《为 什么 4 不 会 是 43) 命 点 QE (4, 0) 使 得 和 A 一 2<44. 点 2 弃 不 E44， 
多 不 EB; 这 与 假设 如 =4UB 了 予 丑 . 所 以 El 是 连通 的 . 

£1 上 的 一 个 开 区 间 必 有 办 的 或 无界 的 ) 与 可 同 胚 . 因为 洒 遂 性 是 所 挤 性 
质 , 所 以 开 区 地 也 是 连通 的 . 

8.2 引 | 理 如果 拓扑 空间 六 是 它 的 两 个 证 开 且 于 的 不 相交 
的 子 集 4 与 已 的 并 集 ， 而 且 节 是 蕊 的 连通 子 集 ， 则 4mz 与 
BNY 二 者 之 一 必 是 空 集 . 

证 明 41 与 3n7 也 是 了 的 许 开 且 于 的 不 相交 的 子 
集 ; 寂 们 之 中 必 有 一 -个 是 空 集 ,因为 否则 了 将 是 非 连 通 的 . 】 

下 面 的 两 个 定理 的 诈 明 中 都 用 到 这 个 简单 的 引 理 . 

8.3 定理 ”如果 了 是 拓扑 空间 豆 的 一 个 连通 子 集 ,而 且 {F。} 
是 XX 的 一 族 连 通 子 集 , 其 每 一 个 成 员 都 与 了 相交 , 划 Y 了 U (UY,) 

证 明 设 YU (UJ 了 。) 是 它 的 两 个 话 开 且 于 的 不 相交 的 子 
集 4 与 妃 的 首 集 . 根据 引 理 8.2, 六 必 完 全 C4 或 完全 亡 刀 ;每 一 
个 了 必 也 如 此 .不妨 设 了 了 C4， 因为 了 与 了 。 相交， 每 一 个 了 。 
也 必 忆 4; 然后 了 UNUT CS4, 因而 也 就 是 4; 于 是 4 非 空 , 而 
B 是 空 集 .从 命题 8.1.2 知 : 了 U (UJ 了 连通. 3】 

由 本 定理 可 以 推出 : 如 果 拓 扑 空 间 蕊 的 任 二 点 都 属于 一 -个 
连通 的 子 集 , 则 关 是 连通 的 . 


例 8.5 欧 几 里 得 空 潮 "是 这 通 的 用 例 8.4 与 本 定理 ， 
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8.4 定理 如 果 拓 扑 空间 的 子 集 了 是 连通 的 , 而 且 了 的 
并 包 了 的 子 集 了 ;1 包含 了 (Yi 了 ), 划 六 也 是 连通 的 .特别 地 六 
也 是 连通 的 . 

证 明 用 反 证 法 , 设 了 : 非 连通 ， 因 而 有 一 个 分 解 : 了 :一 
AUB, 这 里 4 与 B 是 了 :的 非 空 的 不 相交 的 天子 集 . 根据 引 理 
8.2, 了 的 两 个 子 集 4NY 与 BNY 之 中 必 有 一 个 是 空 集 . 不 妨 设 
NY 是 空 集 然后 了 CA. 

由 于 了 了 一斑 二 了 ,到 一 地 的 每 一 点 是 了 的 在 站 中 的 聚 点 ;由 
于 了 1 一 4U BOY 与 YTCA, 有 了 ,一 了 一 了 一 4 一 B, 因 而 非 空 集 
8B 的 任 一 点 5 是 了 的 在 全 中 的 聚 点 . 再 者 , 由 于 祥 必 Yj 一 
AU BY, 点 5 还 是 了 的 在 了 i 中 的 聚 点 ;由 于 了 C4, 点 5 也 是 
4 的 在 了 Yi 中 的 聚 点 ， 但 这 与 假设 4 是 了 : 中 的 不 交 B 的 表 和 集 蔬 
盾 . ] 


例 8.6 欧 几 里 得 雷神 可 上 的 了 区间 与 全 开 区 天 (有 界 的 或 无 界 的 ) 者 
是 连通 的 ， 


拓 护 空 阳 X 的 子 集 了 的 连通 性 是 用 子 空间 了 的 拓扑 来 定义 的 (和 定义 
8.1) ,现在 我 们 要 过 接 用 X 的 拓扑 来 到 划 ( 定 理 8.6). 为 此 我 们 先 引 1 进 

8.5 定义 ”如 果 拓 扑 空 关 XX 的 两 个 子 集 4 与 五 都 不 是 空 的 , 而 且 它 倘 
的 每 一 个 都 与 另 一 个 的 于 包 不 相交 ,如 

(ANB)U(A4NB)=%, 
它们 就 时 作 六 的 一 对 分 离子 集 . 

8.6 定理 拓扑 空 间 XX 的 子 集 了 非 连 遂 合 拓 提 空间 立 的 子 集 了 是 X 
的 一 对 分 离子 集 的 并 和 集 . 

钱 明 必要 性 . 识 了 非 连 通 ,因而 有 定义 8.1 中 所 襄 的 一 个 分 解 :了 = 
A4UB. 我 们 来 证 明 非 室 的 4 与 B 昨 XX 的 一 对 分 离子 集 ， 因 为 4 是 了 的 开 
集 , 对 于 4 的 任 一 点 4, 存在 4 在 了 中 的 一 个 邻 域 Zr (a) 忆 4. 根据 了 作为 
子 空间 的 定义 ,存在 a 在 六 中 的 一 个 邻 域 UxCa)，, 使 得 Uy(a) = 二 Ux(a) NY. 
到 而 
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Ux NCAUB)=Uya) NYT=Uy(a) cA. 

由 于 和 4 与 不 相交 , Ux(a) NB=8; 这 就 证 明了 4NnB=9, 这 里 巨 表 示 吾 
的 在 入 中 的 并 包 . 同样 地 可 以 证 上 明 ， 如 果 4 表示 4 的 在 久 中 的 月 包 ， 则 
ANB=G. 

充分 性 . 设 了 是 的 一 对 分 离子 集 4 与 8 的 并 和 集 ; 序 了 = 4UB, 其 中 
4 与 BB 非 空 ,而 且 4NM B=4NnB=8 (4 与 B 都 是 在 六 中 的 关 包 ). 明显 地 
4 人 8=g. 和 刹 下 要 证 明 的 是 : 4 与 BB 都 是 了 的 开 和 集 .， 由 于 4NB=8, 4 的 
任 一 点 & 有 一 个 在 中 的 邻 域 边 x(a) ,不 交 怠 .因而 a 在 了 中 的 邻 域 Uy (a) 
=Ux(q) NN 了 不 交 B; 然后 , 由 于 Y=4UBU 以 及 4NB=g, Uy(q) 己 4, 部 
4 是 了 的 开 和 集 ， 同 样 地 可 以 证 明 5B 是 了 的 开 集 . 卫 

本 证 有 明 当 然 褒 明了 ,在 了 = 的 情形 时 , XX 的 一 对 分 离子 集 是 筷 的 两 个 
非 空 的 不 相交 的 开 子 集 . 


8.7 定理 设 f: 了 一 了 是 从 拓扑 空间 到 拓扑 空间 的 映射 ， 
如 果 下 是 连通 的 , 则 (了) 也 是 过 通 的 . 换 句 话 吉 , 连 通 性 在 映射 
下 不 变 . 

证 明 作为 了 的 子 宏 间 ,了 ( 焉 ) 也 是 拓扑 宏 间 . 容易 看 出 ， 
f: 下 -> 让 ( 瑟 ) 也 是 映射， 用 反 证 法 , 珊 / 工 ) 非 连通 ,因而 有 一 个 
分 解 : f( 脏 ) 一 4U B， 因 为 4 与 是 f(X) 的 非 空 的 不 相交 的 
开 子 集 , f，(4) 与 1(B) 也 是 了 的 开 子 和 集 (定理 2.4) ,而 且 明 显 
地 它们 非 宏 而 且 不 相交 .， 于 是 它们 粉 出 了 的 -一 个 分 解 , 与 下 的 
连通 性 假设 矛盾. 】 

8.8 推论 设 了 是 速 通 的 拓扑 空间 站 上 的 一 个 连 鞭 画 数 . 如 
果 上 在 全 的 某 两 点 to 与 03 外 的 实数 值 (wo) 与 f(w1) 不 相等 , 则 
对 于 任 一 个 在 f(go) 与 fz) 之 问 的 实数 6, 存 在 了 的 一 点 2, 使 得 
f 2)=C. 

丁 明 画 数 /是 从 了 到 欧 几 里 得 直 钱 加! 的 映射. 容易 看 
出 ， 如! 一 {0} 非 连通 ,因而 有 一 个 分 解 恕 1 {c} 一 4UB, 这 里 4 与 
B 是 如 一 {c} 的 不 相交 的 开 集 , 而 且 f 了 (zo) € 4, f (wi) 一 B， 假设 


8. 连 通 性 | 64 
f 在 六 上 不 取 值 c, 即 c€Ef( 久 )， 然后 
flX)=(f(X) NA)U (FX) NB), 
这 电 了 ( 祥 ) 们 4 与 A( 广 ) 介 8B 将 是 (于) 的 非 空 的 不 相交 的 开 集 ， 
即 了 六) 非 连 遂 ; 这 与 定理 8.7 矛盾 ，] 

本 推论 是 数学 分 析 中 的 中 值 定理 的 推广 . 

8.9 定义 设计 是 一 个 拓扑 宏 间 ,a 与 5 是 它 的 两 个 点 ， 而 
且 了 = {ti0<t<1} 是 欧 几 扣 得 直 名 上 的 单位 并 区 域 ， 如 果 贞 射 
f: I-> 了 六 使 得 1 (0)=&, 7 一 有 则 了 是 作 丈 中 的 连接 a 与 2 的 
一 条 道路 .如 果 对 于 到 的 任意 两 点 , 有 中 都 有 一 条 连接 也 倍 的 
道路 ,站 就 叶 作 道路 连通 的 . 

读者 注意 ,按照 定义 , 入 中 的 一 条 道路 是 一 个 映射 f: -7 一 入， 
而 不 是 点 集合 f(T) 己 卫 ， 可 能 有 另 一 个 映射 1": I> 下 ,而 且 f'* 
f, 但 集合 f(T) = 一 f(T 了 ) ;这 时 候 了 与 1 是 两 条 不 同 的 道路 . 

容易 看 出 ,，B* 与 B88? 上 的 各 种 区 间 都 是 道路 连通 的 ， 而 且 道 
路 连通 性 在 鼎 里 下 不 变 . 

8.10 定理 道路 连通 的 拓扑 宏和 间 证 是 连通 的 . 

姓 ” 明 ”用 反 证 法 ， 裔 全 不 连通 ， 因 而 有 一 个 分 解 ; 于 = 
UB. 因为 4 与 8B 都 非 室 ， 可取 4 的 一 点 4 与 B8 的 一 点 4; 因 
为 了 节 道 路 连通 ,说 中 存在 连接 4 与 的 一 条 道路 f: I> 革 .现在 
考虑 集合 (I); 对 于 它 有 

f(DDCAUB=X, f(I)NA#Y, f(I)NB#Y, 
fID) NANMNB=Y. 
这 就 是 谣 f(T 了 ) 有 分 解 : (7) = (f(T A)U(f(T) NB), 刀 (I) 
非 连 通 . 这 是 矛盾 ;因为 根据 例 8.6, 区 间 工 违 通 , 再 根据 定理 8.7 
集合 ,jL) 连 通 . 】 

例 8.7 过 通 的 拓扑 空间 不 必 道路 连通 ， 仙 4 是 欧 儿 里 得 平面 F? 中 的 

图 形 z= sin (去 的 点 , 0<ai<1), 而 且 刀 是 mm 轴 上 的 开 区 间 一 1 生 ms， 
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容易 证 明 : 4=4UB,. 4 是 过 通 的 , 因为 它 是 xz 轴 上 的 囊 通 的 区 间 (0， 菇 的 
堪 续 象 ， 根 据 定理 8.4, 4 也 巡 通 . 

但 连通 的 4 不 道路 连通 . 事实 上 , 慨 & 与 总 分 别 是 4 与 互 的 点 , 工 是 于 
区 间 0<t<1, 而 且 f: I>4 是 任 一 单 值 对 应 ,使 得 (0) =a, 了 (1) =b、 然 后 
f 在 区 间 I 上 必 不 连 弹 . (习题 5.) 

8.11 定义 ”如果 拓扑 空间 蕊 的 一 个 子 集 4 是 最 大 的 连通 子 
集 ( 即 4 旋 是 连通 的 , 并 且 双 不 是 的 另 一 连通 子 集 的 鞭子 集 ) ， 
它 就 吓 作 下 的 一 个 连通 分 支 ， 如 果 4 是 了 的 最 大 的 道路 连通 子 
集 , 它 就 叫 作 对 的 一 个 道路 连通 分 支 . 

8.12 定理 ”拓扑 空间 了 的 每 一 个 连通 子 集 落 在 一 个 连通 分 
支 中 .于 的 一 个 连通 分 支 是 节 的 于 集 . 

证 明 设 了 是 拓扑 宏 间 了 革 的 一 个 非 空 的 连通 子 集 ,而 且 C 
是 包含 了 的 所 有 连通 子 集 的 并 集 . 根据 定理 8.3, C 连通 .如果 
D 是 于 中 的 包含 0 的 最 大 连通 子 集 ， 则 DD 也 CO, 因而 D=0. 
这 就 证 明了 CO 是 一 个 连通 分 支 . 如 果 了 是 空 集 而 了 非 安 , 了 莲 
在 节 的 独 点 集中 而 且 独 点 集落 在 一 个 连通 分 支 中 ， 所 以 了 也 落 
在 一 个 连通 分 支 中 . 

了 的 每 一 分 支 C 是 连通 的 , 因而 根据 定理 8.6, 写 的 在 并 下 
的 于 包 C 也 是 连通 的 。 因 为 0 的 最 大 性 , 所 以 CCO, 即 C 是 
的 天 集 . ] 


例 8.8 欧 几 里 得 直线 殉 上 的 有 理 点 或 无 理 点 所 和 组 成 的 子 空间 X 的 连 
通 分 支 都 是 独 点 集 , 但 不 是 X 的 开 子 集 . 


习题 


1. 斌 证 ; 如 果 欧 几 里 得 站 钱 如 的 一 个 连通 的 子 集 包含 至 少 两 个 点 , 它 
必 是 一 个 区 于 ( 开 , 闭 , 侍 开 , 有 限 , 问 汇 穷 ). 
2. 斌 证 : 欧 儿 里 得 空间 "(mw>1) 减 去 一 个 点 是 连通 的 ; 2% 厅 球 
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8S"(2> 0) 是 连通 的 . : 

3. 试 证 ;拓扑 空间 对 是 非 连通 的 侣 存在 一 个 映射 :XX->1， 使 得 
f(X) 恰 是 BI 上 两 个 不 同 的 点 . 

4. 斌 证， 如果 连 通 的 度 晤 空间 下 包含 至 少 两 个 不 同 的 点 。 则 存在 映射 
了: 了 X>[0, .1], 使 得 fCX)=[0, 匡 . 

5. 试 汪 例 8.7 中 的 对 应 了 不 连续 . 

6. 试 正 ， 如 果 集合 S 是 无 穷 集合 而 且 r 是 集合 S 上 的 使 得 (S, r) 是 
7T1 空间 的 最 小 拓扑 (8 3 中 习题 1)， 则 (S, 7) 是 连通 的 . 


$. 映射 的 扩张 与 收缩 核 概念 


设 邓 与 了 是 拓扑 空间 , 且 。 是 卫 的 子 空间 , 而 且 fo: 玉 o> 了 
与 :于 一 了 是 映射 f 是 的 在 下 上 的 扩张 与 fo 是 了 的 在 芳 。 
_ 上 的 限制 可 以 仿照 定义 I.3.1 来 定义 ， 有 时 可 以 利用 扩张 的 概念 
来 刻 划 拓扑 空间 的 性 质 ， 例如 取 邓 。 为 且 的 两 个 不 相交 的 闭 子 
集 4 与 召 的 并 集 4UB, 取 了 为 实数 轴 上 的 单位 区 间 工 = [0, 二]， 
而 且 定义 fo(w) =0 或 工 按照 wE4 或 EB; 然后 定理 6.3 是 说 : 
闷 是 正规 的 仿 任 意 两 个 这 种 的 4 与 B 所 定义 的 上 映射 fo 能 扩张 
成 映射 f， 又 例如 取 于 为 I 取 下。 为 {0}U {1}, 而 且 定 义 映射 了 o 
使 得 fo(0) =e 与 fo(1) =65 为 了 的 两 点 然后 定义 8.9 是 说 : 了 
是 道路 连通 的 , 如 果 了 的 任意 两 点 4 与 5 所 定义 的 映射 fo 能 扩 
张 成 映射 了 . | 

必须 注意 , 并 不 是 任 一 映射 fo: 卫 o>Y 都 能 扩张 成 映射 : 子 
> 了 的 .如果 以 V* 与 S"+ 分 别 表 示 wn 维 实心 球 与 ( 它 的 边界 ) 
n-1 维 球面 , 则 恒 同 映射 fo:8“ 呈 ->S"-: 不 可 能 扩张 成 映射 了 :> 
Sn-:， 对 于 mw= 寺 这 是 明显 的 ; 因为 5* 不 连通 , 而 了 :+ 连通 (参看 
定理 开 .8.7)，w%> 工 的 情形 是 后 面 的 定理 TV.6.6, 而 且 它 还 有 一 
个 重要 藤 推论 (Brouwer 不 动 点 定理 IV .6.7). 
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从 上 而 所 说 的 ， 已 经 可 以 看 出 映射 的 扩张 这 概念 在 拓扑 里 的 


说 是 专门 研究 扩张 问题 的 ， 因 为 下 一 节 里 将 说 明 的 同 伦 概念 就 可 
以 用 映射 的 扩张 来 定义 . 

"在 本 节 里 我 们 只 能 介绍 最 简单 最 常用 的 扩张 定理 ， 以 及 有 关 
的 几 种 收缩 核 的 概念 . 

我 们 首先 介绍 Tietze 扩张 定理 ， 正 规 空间 中 闭 子 集 上 的 连续 
实 曾 数 的 扩张 定理 . 它 明 显 地 是 定理 6.3 中 yprtcoa 引 理 的 推广 

9.1 定理 (Tietze 扩张 定理 ) 如 果 马 是 正规 空间 ,4 是 互 的 
闭 子 集 ,而 且 {fc, 81 是 实数 轴 上 的 一 个 闭 区 间 , 则 任 一 映射 fo:4-> 
[g, 人 都 可 以 扩张 成 一 个 映射 f: 一 [a, 覃 |. 

证 明 由 于 [a, 9j 与 [一 4, 刀 同 胚 , 我们 只 须 对 区 间 [一 1， 
刁 证 明 这 定理 .因为 ,如果 ji: [a, 四 >[ 一 1, 是 一 个 同 胚 映射 ， 
fo:4->.a, bj 是 任 一 上 映射， 而 且 go 一 hfo:4->[ 一 1, 如 能 扩张 成 映 
射 9: 广 一 [一 1, 1], 则 fo 能 扩张 成 映射 f=h 1g: 下 一 [e, 5]. 

设 fo:4 一 [一 1, 1] 是 映射 。 以 坟 ， 4 分 别 记 由 4 中 满足 
fotT) 之 13 及 o(z) 志 一 1/3 的 点 所 成 的 集合 。 从 fo 的 连续 性 知 
道 , 和 1 与 41 都 是 4 中 的 闭 集 , 所 以 也 是 六 中 的 闭 集 , 并 且 它 们 
显然 不 相交 ， 根据 定理 6.3 中 的 Ypmcon 引 理 , 存在 卫 上 的 一 个 
连续 也 数 g: 计 一 [一 1/3, 1/3], 使 得 当 wE41 时 pi(z) 二 1/3， 当 
EA: 时 mo) = 一 1/3， 容 易 看 出 ， 这 时 候 对 于 任意 wE4， 有 
‘for) — pi1(r) <2/3. 

第 二 步 ,仿照 上 面 的 做 法 , 以 45, 4z 分 别 记 由 4 中 满足 fo (2) 
一 P91 (2) 之 2/9 与 fo(z) 一 gi1(z) <2/9 的 点 所 成 的 集合 , 它们 是 三 
中 两 个 不 相交 的 闭 集 ,因而 存在 节 上 的 连续 函数 gs，， 使 得 对 于 任 
意 XEAA，pslX) 入 2/9， 并 且 在 4。 上 到 和 值 2/9, 在 江上 取 值 
一 2/9,， 因而 对 二 任意 YE4 有 fo(%) 一 gi (2) 一 pa(%) | 4/9. 
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一 次 又 一 次 地 这 样 做 下 去 ， 就 能 得 着 了 上 的 一 串 连 续 函 数 
pn, 满足 下 面 两 个 条 件 ; 
1) 对 于 任意 zE 共 Pr(z) [<2"1/3", 
2) 对 于 任意 GE 臣 ， 


folo) —p1 7) ——p(o) ;<(B) . 
考虑 上 的 函数 1 一 滨 p， 它 在 zEX 的 值 是 f (2) ~ 
汪 p,(z)， 根 据 了 D, 这 个 级 数 是 收敛 的 ,并且 


大 


CD | <P lp (o) | <D 


天 一 主 
3 


一 工 ， 
所 以 了 的 确 是 一 个 从 X 到 [一 1, 刁 的 函数 ; 根据 2), 当 zE4 时 
f(z) = 局 ww(e) 一 fo(z)， 即 fo=fi4， 剩 下 要 证 的 是 了 :XX 
[一 1, 世 的 连续 性 . 

任意 职 点 EX 及 实数 0， 由 于 ps 的 连续 性 , 存在 2 的 一 
个 邻 域 U0 使 得 当 yED, 时 ， 

gn(2) — Pn(Yy) | <e/2. 

再 者 ,因为 阅 2"-x/3" 收敛 , 故 存在 自然 数 W, 使 得 


cc 20 


=VTTIT 2 4 


于 是 , 口 一 门 U, 是 2 的 一 个 邻 域 ,而 且 当 yED 时 ， 


[ff (0) — f(y); 
一 > [pn (oz) — Gn (Y)] + pr) -> Pn 人 | 


ACO EAE DAA 


.El &£ 2E ,，€ 
< 生生 二 + 二 &. 
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这 就 是 说 , x 的 邻 域 0 在 下 的 象 属于 f(x) 的 。 邻 域 , 即 了 连 
续 . ]】 

9.2 推论 设 卫 是 mn 维 欧 几 里 得 空间 巡 里 的 单位 方 体 ， 如 
果 有 是 正规 空间 , 而 且 4 是 XX 的 团子 集 , 则 任 一 映射 fo:4-> 了 
可 以 扩张 成 一 个 映射 了 :了 一 了 ". 】 

9.3 推论 设 J* 是 Hilbert 空间 的 基本 方 体 ( 见 例 I.1.3). 
设 下 是 正规 空间 ,4 是 革 的 闭 子 集 ，、 则 任 一 映射 加: 下 一 ”可 
以 扩张 成 一 个 映射 :人 一 VJ” 】 


现在 来 考虑 一 类 特殊 的 扩张 问题 . 

9.4 定义 设 4 是 拓扑 空间 于 的 子 空间 ， 如 果 恒 同 映 身 
1:4->4 能 扩张 成 映射 7": 肝 一 4， 换 名 话说， 如果 存 在 映射 ": 及 
->4 使 得 当 zcE4 时 r(c)=w 则 4 叫 作 斑 的 收编 核 ，r: 民 ->4 
叫 作 一 个 收缩 映射 或 收缩 . 

收缩 核 的 概念 虽 是 映射 的 扩张 的 特例 ， 它 与 一 般 的 扩张 问题 
仍 有 密切 的 关系 .我 们 举 一 个 简单 的 命题 . 

9.4.1 命题 4 是 了 的 收缩 核 合 从 4 到 任 一 拓扑 空间 了 的 
任 一 映射 fo:4->Y 都 能 扩张 到 并 上 . 

证 明 如 果 7: 且 >4 是 一 个 收缩 映射 , 则 显然 for: 忆 -> 了 
是 fo 的 一 个 扩张 ， 充 分 性 的 证 明 留 给 读者 .( 复 习题 . ) 

有 了 时， 我 们 只 需要 把 一 个 子 空间 上 的 映射 扩张 到 这 子 空间 的 
一 个 邻 域 上 去 , 因而 需要 下 面 的 邻 域 收缩 核 的 概念 . 

9.5 定义 设 肝 是 拓扑 空间 ， 和 4 是 子 的 一 个 子 空间 .如 果 
重 同 映射 1:4->4 能 扩张 到 4 的 在 邓 中 的 某 个 邻 域 品 上， 换 句 
话说 ， 如 果 4 是 它 的 在 了 中 的 某 个 邻 域 口 的 收缩 核 , 则 4 叫 作 
ZX 的 邻 域 收缩 核 (简称 NR). 

邻 域 收缩 核 与 映射 在 邻 域 上 的 扩张 也 有 密切 的 关系 .让 读者 
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自己 写 出 并 证 明 与 命题 9.4.1 相仿 的 命题 . (复习 题 .) 

例 9.: 六 是 任意 拓 盾 空间 , 4 是 由 开 的 一 个 点 所 组 成 的 子 空间 , 则 4 
总 是 开 的 收缩 核 . 

例 9.2 在 % 维 欧 氏 空间 百 " 中 , 以 V" 记 闭 的 单位 球体 , 5"! 记 单 位 球 
面 ，0 记 原 点 ， 则 7" 是 B” 的 收缩 核 ，8" 1 是 如" 一 {0} 的 收缩 核 ， 也 是 
Vy" 一 {0} 的 收缩 核 。 前面 已 提 过 , S”"! 不 是 V" 的 收缩 核 , 但 它 是 V” 的 邻 域 
收缩 核 .〈 复 习题 . ) 

例 9.3 在 环 面 7? 上 ,以 避 与 如 分 别 记 一 个 经 圆 与 一 个 纬 圆 ， 则 8 与 
63 都 是 7* 的 收缩 核 , 4U 53 是 7? 的 邻 域 收缩 核 . 〈 复 习题. ) 

我 们 再 介绍 两 个 常见 的 概念 . 为 何 要 8 

9.6 定义 久 反 量化 的 白 站 空间 了 叫 作 -个 色 对 家 久 入 简 
称 AR)， 如 果 对 于 任意 度量 空间 芒 及 其 闭 子 集 4, 任 一 映射 
Jo:4 一 F 都 能 扩张 到 互 上 上， 能 度量 化 的 拓扑 空间 了 叫 作 一 个 绝 
对 邻 域 收 缩 核 (简称 ANR)， 如 果 对 于 任意 度量 空间 所 及 其 闭 子 
集 4, 任 一 映射 fo: 4 一 FP 都 能 扩张 到 4 的 在 乏 中 的 一 个 邻 域 上 . 

这 种 空间 了 叫 作 绝对 收缩 核 或 绝对 邻 域 收缩 核 的 原因 是 , 无 
论 以 什么 方式 把 了 同 胚 地 嵌入 一 度量 空间 作 闵 子 空间 , 它 都 分 别 
是 该 空间 的 收缩 核 或 邻 域 收缩 核 。 确切 地 说 ， 只 要 度量 空间 2 的 
闭 子 集 :Zo 与 了 同 胚 ,Zo 就 分 别 是 和 的 收缩 核 或 邻 域 收 缩 核 . 事 
实 上 ,以 ho:Zo->7 记 一 个 同 胚 喘 射 , 则 加 能 扩张 成 映射 :ZY 了 
(pr:U 一 了 了, 0U 是 Zo 的 邻 域 ). 于 是 

hrih:Z—>Zo (hilhv:U>L0) 

是 一 个 收缩 映射 . 

显然 , AR 一 定 是 ANR. z 

Tietze 扩张 定理 及 推论 以 及 定理 3.4 告诉 我 们 | 
9.6.1 命题 、n 维 方 体 T" 及 Hilbert 空间 的 基本 方 体 7“ 都 
是 AR. 了 

下 面 的 定理 使 我 们 能 举 出 更 多 的 AR 和 ANR 的 例子 ， 
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9.7 定理 AR 的 收缩 核 仍 是 AR; ANR 的 邻 域 收缩 核 仍 是 
ANR. 

证 明 我 们 只 证 后 一 句 话 . 设 闻 是 ANR, Te 是 了 的 邻 
域 收缩 核 ， 以 %: 了 了 o-> 了 ,7:V->Y。 记 包 含 与 站 缩 映 射 , 这 里 是 
Fe 的 在 丰 中 的 一 个 邻 域 . 

设 立 是 度量 空间 ，4 是 闭 子 空间 ,fo:4 一 Vo 是 映射 则 
go 一 ifo:4 一 了 能 扩张 到 4 的 一 个 邻 域 "上 ,成 为 映射 9:U 一 上 . 
使 U=g 217), 则 上 U 是 4 的 一 个 邻 域 ， 定 义 一 个 映射 f:U> 了 。o 
如 下 : 

f(x)=rg(x). rEU. 
然后 是 fo 的 扩张 ; 因为 如 果 xEU， 则 
fxr)= rg(r) = 7g0(8) = rifolw) =folr2). 

9.8 推论 7 维 球面 S* 是 ANR. 

证 明 这 是 因为 n+1 维 实心 球 V"+ 同 胚 于 方 体 I"*!, 故 是 
AR, 而 5S" 是 "一 40} 的 收缩 核 , 故 是 了 后 的 邻 域 收缩 核 . 了 

ANR 的 重要 性 是 由 十 许多 常见 的 拓扑 空间 都 是 ANR， 其 中 
最 重要 的 是 第 二 .三 编 中 将 讲 到 的 有 限 多 面体 . 


习 题 

1， 试 证 ， ausdorff 空间 的 收缩 核 一 定 是 闭 的 . 

2, 设 4 是 拓扑 空间 所 的 收缩 核 . 证明: 六 暴 致 一 4 紧 致 ; 王 连 通 一 4 

3 试 证 ，ANR 的 子 空间 也 是 ANR. 

4. 设 六 是 一 个 AANR， 并 且 和 4 是 立 的 闭 子 集 . 证 明 : 4 是 匀 的 邻 域 
收缩 核 会 4 是 ANR. 

3. 设 Al 与 Xs 是 两 个 能 度量 化 的 拓扑 空间 ， 证明: 积 空 间 XI x XX 是 
AR 或 ANR)ONIi 与 Xs 都 是 AR (或 ANR), 

6. 试 证 : 4 及 一 定 是 道路 连通 的 , 
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7. 设 筷 是 紧 致 ANBR.， 证 明 : X 同 胚 于 Hilbert 空间 的 基本 方 体 J 的 
一 个 邻 域 履 : 缩 核 . . 


10. 映射 的 同 伦 . 拓扑 空间 的 伦 型 


从 拓扑 空间 忆 到 拓扑 空间 了 的 两 个 映射 fo, 及: 卫 > 了 的 同 
伦 ， 是 拓扑 学 里 一 个 极端 重要 的 概念 。 它 有 明显 的 直观 意义 ， 刻 
划 出 拓扑 空 间 的 一 个 基本 性 质 ， 例如 卫 是 圆周 St 时 ,自然 地 把 
fo, i:S1->Y 叫 作 了 中 的 两 条 闭 道路 (参看 道路 的 定义 8.9).， 这 
时 候 fo 同 伦 于 万 的 直观 的 说 法 就 是 : 闭 道路 fo 能 在 了 中 连续 地 
变 成 闭 着 路 广 ， 正 式 的 定义 如 下 . 

10.1 定义 设 fo, i: 对 > 了 是 拓扑 空间 了 节 与 了 之 间 的 映 
射 ， 如 果 存 在 一 个 从 且 上 的 柱 形 卫 xI (I 是 实数 轴 上 的 单位 闲 
区 间 0<t<1) 到 了 的 映射 也 : 且 XI-> 了 ,使 得 F(z, 0) 一 fo(%)， 
F (0， 1) =f1(%), 对 于 任意 XEX， 我 们 就 说 fo 与 全 同 伦 ， 记 作 
fo 之 及 :了 -> 了 ， 这 样 的 下 就 叫 作 从 fo 到 刻 的 一 个 辐 伦 或 伦 移 . 

我 们 有 时 候 把 t 理解 为 时 间 , 而 且 把 了 (w, ) 写成 fi(w)， 在 
从 fo 伦 移 成 及 的 任 一 时 刻 t， 互 在 工 中 的 象 是 产 (和 )， 应 该 注 
意 的 是 , 我 们 不 仅 要 求 ,对 于 每 一 时 刻 t, fr (2) 连续 地 依赖 于 点 2 
而 且 要 式 f(%) 同时 连续 地 依赖 于 点 w 与 时 间 

如 暴 fo 二 广 : 卫 > 了, 而且 所 是 一 个 常 值 映射 , 即 记 (对) 是 了 
的 一 个 所 ,我 们 就 说 fo 零 伦 ， 有 时 候 把 它 记 作 fo 之 0: 邓 >> 了. 

本 污 首 先 一 般 地 讨论 同 伦 概念 , 其 次 引进 空间 的 伦 型 的 概念 ， 
最 后 讨论 零 伦 的 映射 以 及 有 关 的 可 缩 空间 . 

例 10.1 拓扑 空间 了 的 道路 连通 性 是 说 ， 对 于 了 的 任意 两 点 , 了 中 有 
一 条 连接 它们 的 道路 . 用 PP 表示 一 个 点 所 成 的 空间 时 ， 了 的 道路 连通 性 也 
就 是 说 ,任意 两 个 映射 fo, fi1:P>Y 同 伦 . 
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例 10.2 平面 区 域 了 的 单 连通 性 是 说 ， 了 中 任 一 闭 道路 f:5*~> 了 能 在 
了 中 收缩 成 一 点 ; 按照 定义 10.1, 这 也 就 是 说 了 零 伦 . 


10.2 定理 在 从 邓 到 了 的 所 有 映射 组 成 的 集合 7 了” 里 , 同 
伦 的 关系 全 是 一 个 等 价 的 关系 . 

证 明 要 证 明 同 伦 关 系 之 是 1) 反 身 的 , 2) 对 称 的 , 3) 传 

1) 设 f: 了 一 了 ,我 们 用 (2z, = (vw)( 即 用 (%, 如 x 下 (2)) 
定义 映射 互 :全 XI-> 了 .这 是 从 了 到 了 的 一 个 伦 移 ; 故 f 守 /i. 

2) 设 f 之 g: 卫 一 了 , 而且 了 :全 XI 了 是 从 了 到 9 的 一 个 伦 
黎 . 我 们 用 玉 (%, 妨 = 了 (zw, 1 一 纪 定义 映射 户 : 苹 XI> 了 .这 是 
从 9 到 上 的 一 个 伦 移 ; 故 9 之 ff. 

3) 设 J 之 g: 革 一 了 ，g 闪 hh: 一， 五 是 从 了 到 5 的 伦 移 , 而 
且 G 是 从 9 到 有 的 伦 黎 . 我们 定义 一 个 新 的 映射 吾 :X xI>Y: 


F(x, 24), 0<t<3， 
H(z, 1)= 1 
G(s, 2—1), <t<l. 


这 是 从 到 及 的 一 个 伦 移 . 了 
读者 必须 仔细 验证 这 里 所 作 的 各 伦 移 的 连续 性 . (复习 题 . ) 
在 验证 五 的 连续 性 时 ,用 $2 的 习题 4. 
根据 这 个 定理 ,从 且 到 了 的 映射 集合 了 Y” 按 同 伦 关系 分 成 车 
干 等 价 类 ,每 个 等 价 类 叫做 一 个 同 伦 类 ， 
例如 .8 设 了 是 网 几 里 得 空间 ”的 一 个 是 子 集 ， 久 是 任意 拓扑 空间 ， 
而 和 且 fo, f1:X>Y 了 是 任意 两 个 映射 ， 旬 
Fp, t= C1— Io(m) +tf(7) 
是 从 天 到 广 的 一 个 伦 移 、 因 而 集合 了 ”只 有 一 个 同 伦 类 . 
例 10.4 设 蕊 是 实数 铀 上 的 单位 闭 区 间 ,了 是 度量 空间 , 并 且 仿 照例 
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I.1.4 引进 度量 函数 使 了 Y 成 为 度 昔 空间 ,然后 浇 景 空间 了 ”的 册 加 Jo; 方 属 
十 司 一 个 道路 连通 分 支 , 等 价 于 存在 一 个 伦 移 为 全 方 : 忆 一 工 . 

例 如.5 如 果 瑟 与 了 都 是 拓扑 空间 ， 也 可 以 在 集合 工 *x 中 引进 一 个 拓 
扑 , 使 得 这 集合 成 为 拓扑 空间 . 常用 的 一 个 拓扑 是 如 下 定义 的 : 对 于 六 的 任 

一 紧 致 子 色 下 与 了 的 任 一 开 集 VU, YY 中 的 所 有 元 素 f， 使 得 AK )cCU 的 ， 

形成 一 个 :“ 集 ， 记 作 (区 ; 0); 考虑 有 限 个 这 种 子 集 的 交 ， 这 种 区 的 全 体 组 
成 YY 的 -个 拓扑 基 ; 它 诱导 出 的 拓扑 , 叫做 紧 致 开拓 扑 . 如 果 拓 扑 空 间 从 
满足 公理 Pa 和 A1 (例如 六 是 第 二 ,三 编 中 的 有 限 多 面体 )， 那 么 拓扑 空间 
了 7 的 两 点 . fo, f1 属 二 同一 个 道路 连通 分 支 ， 等 价 于 存在 一 个 伦 移 fo 之 i: 
了 -> 了 ，( 滩 看 Fox, BR. H., On fopologies for function spaces, Bulil. 
Amer. Mith. Soc.，51 (1945), 429—432.) 


映射 的 同 伦 还 有 下 面 这 重要 性 质 . 

10.3 定理 群 果 fo 全 记 :五 > 了 ,而且 go 之 :了 一 Z， 则 
gofoq3f1: 天 一 . 

证 明 只 要 证 明 

1) gofog9ofi: XZ 了 

2) gofi 守 ifi:X 
然后 从 年 理 10.2 中 的 3) 得 到 本 定理 所 来 十 的 同 从 

1) 设 五 :下 X 工 -> 了 ,使 得 下 :太一 方 . 作 右 = gok,， 就 有 
H:gofogofi. 

2) 设 G: 了 xI>2, 使 得 G:goxg1. 作 R(w, t=G(fi(%)， 
办 对 于 任意 (o, ) EXI， 因为 (2 和 一 (fi1(%), 力 给 出 天 x1I> 
歼 x 工 的 一 个 映射 ,下 是 映射 并 且 玉 :go 守 gifi, 】 

这 宝 理 告诉 我 们 ， 在 一 个 复合 映射 中 如 果 把 若干 个 因子 换 成 
一 个 同 耸 的 映射 ,其 结果 也 与 原来 的 复合 映射 同 伦 . 

附 记 两 个 已 知 映 射 f, 9: 和 -> 了 的 同 伦 问题 实际 上 是 一 个 映射 的 
扩张 问题 。 我 们 在 对 x 了 的 闭 子 空间 (和 x 0) U(Xx1i) 上 定义 一 个 映射 
F':(XxO)UCXX1) >Y 如 下: (zw, 0) = 二 f(z), F(Z, 1) 一 g(z).。 于 是 
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19 当日 仅 当 下 可 以 扩张 人 于 Xi， 


在 代数 拓扑 学 的 不 少 问题 里 ， 互 相同 伦 的 映射 所 起 的 作 哨 完 
全 相同 , 因而 可 以 不 加 区 别 . 在 这 种 问题 里 , 我 们 能 用 更 广 的 辣 伦 
映射 来 替代 同 胚 映 射 。 不仅 如 此 ,在 这 种 问题 里 ,我 们 还 能 用 下 面 
定义 的 辐 伦 等 价 的 空间 来 兰 代 同 胚 的 空间 . 

10. 和 定义 ”如 果 两 个 拓扑 空间 他 与 了 之 间 存 在 一 对 映射 
有 :六 > 了 ，A: 了 -> 了 ， 使 得 hf 之 1 :了 对 一 对，hEk 之 1: 了 ->Y ,我 们 就 
说 入 与 了 是 同 伦 等 价 的 , 或 是 具有 相同 伦 型 的 ,并 记 作 并 全 三. 
-这 时 候 疡 岂 作 从 去 到 了 的 一 个 同 伦 等 价 ，& 叫 作 有 的 一 个 局 伦 
他 , h 与 叫 作 一 对 同 伦 等 价 . 

注意 , 8 并 不 是 及 的 逆 映 射 ,因为 不 一 定 基 同 胚 映射 

显然 , 间 及 的 空间 一 定 是 同 伦 等 价 的 . 所 以 同 伦 等 价 这 概念 
是 同 胚 概念 的 一 种 推广 . 

10.5 定理 ” 间 伦 等 价 关 系 全 是 拓扑 空间 之 间 的 一 个 等 价 关 
系 . 

证 明 这 关系 的 反映 性 和 对 称 性 是 明显 的 . 现在 证 明 传 递 
人 性. 设 了 TY, 了 2. 设 f:X>Y, g:Y—>X, Sh:Y->7, Ek: 
2 一 上 是 两 对 同 伦 等 价 ，。 考 虚 4=hf: 了 一 2，2w 一 gk:2Z> 荆 ， 根 
据 定 理 10.3, vw 一 ghhf 室 gjf =gf 之 1:X->, v=—hfob hilk= 
pp1:Z—>2, FB XFL. 3 

参看 习题 8. 

根据 这 定理 , 拓扑 空 ;间接 同 伦 等 价 关系 分 成 许多 等 价 类 . 


以 上 讨论 了 映射 的 辐 伦 与 空间 的 伦 型 .现在 我 们 来 讨论 零 伦 
的 映射 与 可 缩 的 空间 . 从 同 伦 的 角度 来 说 , 最 简单 的 映射 是 零 伦 
的 映射 . 最 简单 的 拓扑 空间 自然 是 由 一 个 点 组 成 的 空间 , 因而 在 伦 
型 的 意义 下 ,下 面 计 定义 的 可 缩 的 拓扑 空间 是 最 简单 的 拓扑 空间 . 
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10.6 定义 ”拓扑 空间 叫 作 可 缩 的 , 如 果 及 与 由 一 点 组 成 
的 空间 抬 伦 等 价 . 

10.… 定理 ”拓扑 空间 并 是 可 缩 和 的 ， 当 而 且 仅 当 和 恒 同 映射 1: 
和 一 所 在 零 伦 的 . 

证 明 以 了 表示 由 一 点 组 成 的 拓扑 空间 . 如 果 六 可 缩 , 则 
有 映射 h: 革 ->P, 有:P-> 对 ,使 得 K 之 1: 有 一 荆 ， 但 kh 是 常 值 映 
射 , 故 1: 及 -> 卫 零 伦 ， 反 过 来 , 如 果 1: 肝 -> 及 零 伦 , 则 有 一 常 值 
了 酉 射 c: 卫 一 对， 使 得 4 之 c: 玉 一 守 ， 作 及 :了 对->P 及 :PP-> 了 ,使 
得 8(P) :=c( 忆 )， 于 是 fk=c 之 1 :了 一 对, hh 二 1:P->P， 所 以 
XP. | 

我 们 再 介绍 两 个 与 伦 型 有 密切 关系 的 概念 . 

10.8 定义 ”拓扑 空间 六 的 收缩 核 4 叫 作 三 的 一 个 形变 收 
缩 核 , 如 末 存 在 一 个 收缩 映射 7”: 革 一 4, 使 得 之 1: 生 一 站 ,这 里 
i 表示 包含 映射 ， 拓 扑 空间 元 的 收缩 核 4 叫 作 一 个 强 形 变 收缩 
核 , 如 果 存 在 一 个 收缩 映射 ”: 玉 一 4， 及 连接 条 与 1 的 伦 移 二 ， 
使 得 对 任 一 xE€4 及 任意 tE€T, 五 (4%, t) 一 w， (参看 定义 9.4.) 

显然 , 如果 4 是 且 的 形变 收缩 核 或 强 形变 收缩 核 , 则 4 与 X 
有 相同 的 伦 型 , 且 包 含 映 射 4:.4 一 到 吏 是 一 个 同 伦 等 价 . 

10.9 推论 如果 拓扑 空间 邓 是 可 缩 的 , 则 从 式 到 拓扑 空间 
了 的 任意 映射 f: 卫 一 了 ,与 从 拓扑 空间 2 到 革 的 任意 映射 9: 
2 一 骤 大 是 零 伦 的 . 

证 明 根据 上 面 的 定理 ,1 之 c: 肝 -> 对 ,6c 是 常 值 映射 .于 是 
对 任意 f > 了 , g:2-> 对 ,有 ffi 之 fc:X—>Y 了 ,g=1lg 之 eg: 
及 ,而 fc, cg 都 是 常 值 映射 所 以 f, 9 都 是 零 伦 的 . 

最 后 ,我 们 引进 锥 形 的 定义 ,并 介绍 某 些 映 射 零 伦 的 一 个 充 要 
条 件 . 

设 X 是 某 m 维 的 欧 几 里 得 空间 "里 的 一 个 紧 致 子 空间 . 把 
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E” 看 成 "+ 的 子 空间 , 而 且 任 取 一 点 CE 瓦 ri 一 万 "， "tl 的 
子 空间 
全 = {Na 十 (1A)wizEX, MET) 

叫 作 且 上 的 一 个 锥 形 , 它 以 且 为 底 , 以 4 为 项 . 

直观 的 说 ， 以 态 为 底 以 a 为 项 的 锥 形 就 是 把 他 的 每 一 点 与 
a 相连 所 得 诸 线段 的 并 集 . 

有 一 个 自然 的 映射 :对 XI-> 苹 ,把 柱 形 映 成 锥 形 , 它 的 定 
义 是 

kl, t)=ia+(1—tw, (oa ERXI. 

这 确 是 映射 (复习 题 ), 它 把 柱 形 的 底 且 x0 同 胚 地 里 成 及 , 项 
于 x1 映 成 锥 形 全 的 顶 4， 既 然 全 是 紧 致 空间 对 xI 的 连续 象 ， 
蕊 也 是 紧 致 的 . 


例 10.6 %% 维 球面 8” 上 的 锥 形 同 胚 于 % 十 1 维 实心 球 V"11,( 复 习题 .》 


”10.10 定理 设 驻 是 m 维 欧 几 里 得 空间 BE” 的 一 个 紧 致 子 
空间 , 而 且 f: 人 > 了 是 从 又 到 拓扑 空间 了 的 映射 、 则 了 是 零 伦 
的 , 当 而 且 仅 当 j 可 以 扩张 到 以 瑟 为 底 以 e 为 顶 的 锥 形 使 上 ， 

证 明 以 b: 了 对 xI 一 吓 记 从 柱 形 到 锥 形 的 自然 映射 。 设 
f: 一 了 可 扩张 成 产生 -> 了， 则 显然 J: 于 XI_>Y 就 是 从 了 到 
一 个 常 值 映射 的 伦 移 ,所 以 是 零 伦 的 . 

反 过 来 , 设 了 是 零 伦 的 ， 则 存在 一 个 伦 移 了 :对 xI_>Y, 使 得 
对 于 任意 XE 有 ,F(z, 0) 了 f(x), Flr, 1) Yo， 定义 对 应 产 信 > 
7 如 下 : 

F(Xc 十 (一 入 )o) 一 下 (CC，X)， Aa 二 (1 一 入)zEE. 
容易 验证 , f 是 单 值 的 ,并 且 是 了 的 扩张 ,下 面 证 的 连续 性 . 

设 召 是 了 的 任 一 闭 子 集 . 则 不 难 验证 f-1(B) =hkF-1(B). 

根据 不 的 连续 性 , 了 -1(B) 是 邓 xI 的 闲 子 集 ; 但 卫 是 紧 致 的 , 故 
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FF*(B) 也 是 紧 致 的 (参看 定理 I.4.5 前 的 表 ). 再 从 有 的 连续 性 ， 
知 f-1(B) =£F-+(B) 是 紧 致 的 ; 而 全 是 度量 空间 , 故 f-1(B) 是 
区 的 闭 子 集 ( 参 看 定理 I.4.5 前 的 表 )， 这 说 明了 是 连续 的 .】 
10.11 推论 设 S”" 是 EB"t 中 的 单位 球面 , "ii 是 单位 实心 
球 , 而 且 f:S"->Y 是 从 S* 到 拓扑 空间 了 的 映射 . 则 是 零 伦 的 ， 
当 而 且 仅 当 了 能 扩张 到 V "上. ] 


了 习 是 


1. 1 5S" 是 维 球 面 , 而 且 f, 9:X 一 S” 是 从 拓扑 空间 到 5” 的 两 个 
映射 , 使 得 对 于 任 一 点 TEX, (TX) 与 9g(7X) 总 不 是 对 径 点 。 试 证 fg: 下 一 
S”. 

2. 试 证 : 如 果 产 世 一 3 ” 不 是 满 映 射 , 即 f(X) 才 8S"?， 则 ff 零 伦 . 

3. 试 证 ， 和 xz 与 勤 同 伦 等 价 M5bius 带 与 圆周 同 伦 等 价 . 

4， 试 证 如 果 并 一 了 是 一 个 同 伦 等 价 ， 则 如 的 所 有 的 同 伦 道 彼此 辣 


5. 斌 证， 如 果 民 是 可 缩 的 空间 , 则 任意 两 个 从 拓扑 空间 乡 到 区 的 映射 
都 同 伦 . 
6. i 式 证 锥 形 六 是 可 缩 的 . 
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在 本 章 中 我 们 先 提出 代数 拓扑 学 中 所 研究 的 最 基本 的 几何 对 
象 一 一 单纯 复合 形 及 其 多 面体 然后 从 几何 性 质 的 考虑 , 利用 群 
的 术 诈 ,对 于 每 一 个 多 面体 的 一 个 固定 的 剖 分 ,部 对 于 每 一 个 单纯 
复合 形 , 引进 它 的 同调 群 . 同 届 群集 中 地 反映 出 单纯 复合 形 的 许 
多 重要 的 几何 性 质 ， 它 的 拓扑 不 变性 的 证明 则 留待 下 一 章 . 


i、 单纯 复合 形 - 多 面体 
单纯 形 是 代数 拓 提 学 中 最 简单 的 几何 对 象 . 单纯 复合 形 是 由 
欧 儿 里 得 空间 中 的 有 限 个 单 不 形 按 “ 规 则 的 方式 拼 成 的 . 单 杯 复 
合 形 的 点 所 形成 的 、 欧 几 里 得 空间 的 子 空间 叫 作 多 面体 ， 


单 纯 形 ” 


设 Q, @,…, 87 是 么 蕉 欧 几 里 得 空间 中 点 有 最 广 人 位置 的 一 
棚 点 (参看 定义 A3), 9<<n, 郎 向 量 
: 6 一 4 一 0 ,C0 0, 6 00 
是 多 性 无 关 的 .这 个 最 广 点 租 张 成 一 个 9 蕉 超 平 面 &%, 它 的 参数 
方程 是 : 


*) 型 在 需要 附录 A 的 知识 。 但 如 果 访 者 已 知道 三 厅 欧 几 里 得 空间 (附录 A 中 的 
各 往 的 风 几 里 得 空间 现在 与 此 后 都 简称 为 欧 几 里 得 空间 ) 中 的 斜 角 坐标 县 或 仿 射 坐标 
系 , 卉 能 推广 与 运用 它 求 处 理 nn 杂 欧 几 里 得 空间 中 的 奖 题 (例如 得 到 定理 A5) , 旧 可 不 
让 附录 4, 而 只 参看 那里 的 定义 、 命 题 与 定理 . 
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和 一 Q@1 十 人 1 十 和 62 十 十 和 22， 
或 
2 一 0 十 和 idL 一 C0) 十 和 (42 一 09) 十 … 十 Xeofac 一 Go0). 
E" 中 的 点 必 或 向 量 都 有 ?个 举 标 (我 们 把 它们 叫 作 年 角 坐标 , 以 
区 列 于 下 面 即 将 提 到 的 儿 角 坐标 ) ;参数 方程 实际 上 是 共 出 % 个 侍 
你 的 % 个 方程 的 蔬 号 ,再 灌 , 这 9 个 有 次 序 的 参数 (Ni, 和 a,"…，Aa) 
是 9 的 点 2 在 斜 角 坐 标 系 {0; e!, ,，…, e?}》 中 的 胖 角 坐标 . 

在 上 面 的 第 二 个 参数 方程 中 ,点 a, @ ,…, qr 的 地 位 不 对 称 ; 
为 着 避免 这 个 缺点 ， 我 们 用 下 面 黄 个 方程 来 替代 上 面 的 第 一 个 参 
数 方 程 : 

jt 一 Ao0 十 和 10 十 十 和 1， (1) 
Ao 十 Ai 十 … 十 和 二]. (2) 
这 两 个 式 子 叶 作 ?的 对 称 的 参数 方程 (参看 命题 A2)， 这 两 个 式 
子 是 根据 物理 学 中 的 重心 概念 得 来 的 ， 事实 上 , 我 们 从 物理 学 知 
道 , 当 %=3, 而 4 是 任意 正 整 数 时 , 设想 在 点 4 处 有 一 个 质量 为 
和 (之 0) 的 质点 , i 一 0, 1,…9, 而 且 这 9 十 1 个 质量 的 和 为 1 ( 式 
(2)), 然后 这 9 十 1 个 点 处 的 质点 的 重心 答 就 是 式 (1) 所 答 出 的 点 
zz， 我 们 还 回 到 我 们 所 考虑 的 情况 : % 任意 ;点 租 @, 0 ，…,，Q? 占 
有 最 广 位 置 , 9 志 %n, No, 和 1，…, 和 ha 是 满足 式 (2) 的 任意 实数 . 因为 
这 租 点 所 张 成 的 超 平 面 2? 的 任 一 点 x, 在任 角 坐标 系 {0; e”, @?， 
“3 e1} 中 有 唯一 的 斜 角 举 标 (A1, 入 >， “3 Ng) ， 双 因 为 通过 式 (2) » 
(2) 与 (A0, 和 1，…, ha) 这 二 租 中 的 任 一 朝 瞧 一 地 决定 
另 一 粗 , 所 以 我 们 有 下 述 命 题 . 

1.1 命题 襄 a, 0',…, ?是 nn 稚 欧 几 里 得 宏 间 "中 占有 
最 广 位 租 的 9 十 1 个 点 , 9 志 %, 因而 它们 张 成 一 个 9 礁 超 平面 9. 
用? 的 任 一 点 YY 唯一 地 关 定 一 租 实数 (Xo, 和 1,，…， ho) ; 满足 式 (1) 
与 (2) ;而 且 反 之 ,这 样 的 一 组 实数 唯一 地 决定 五 < 的 一 个 上 后. 因而 


上 单纯 复合 形 。 多 面体 31 
这 租 有 次 序 的 7 十 1 个 实数 形成 点 zz 的 在 五? 中 的 一 种 坐标 , 叫 作 
重心 坐标 ， 而 且 这 有 次 序 的 点 组 {20,0 …, 外 是 作 7 中 的 一 
个 重心 坐标 系 . 了 
本 命题 是 通过 冬 角 坐标 证 明了 的 ; 但 也 可 以 直接 从 最 广 点 和 粗 的 定义 证 明 
如 下 . 发 点 还 可 以 由 
T= W000 + Al + + Wgad, (3) 
Ho 十 三 十 "十 Lg 二 1 (4) 
快 定 ， 从 式 (3) 减 去 式 () ， 从 式 (4) 减 法 式 (2) , 分别 得 
(一 0)G0 十 (一 和 1)G 十 十 4 一 20)22 一 0)， 
《pm 一 X09) 十 (AI 一 2 十 十 (ug — Xa) =0, 
但 点 组 on, al, ,Od 最 广 ; 故 从 命题 A4, 有 太一 和 ;=0,， 工 ， “人 了 
1.2 定义 设 g0， cl …,， 0o 是 7 维 欧 儿 里 得 空间 歼 * 中 占有 
最 广 位 读 的 9 十 1 个 点 ,97 世 %， 命 


多 一 和 0C0 十 A10 十 下 十 N04， (1) 

其 中 实数 Ao, 和 1,，…, hq 满足 下 列 两 租 条 件 : 
Ao 十 和 1 十 … 十 A 一 1， (2) 
Ao 宇 0, 和 1 宕 0,…., Ag 宇 0. (8) 


?中 这 样 的 点 5 的 集合 时 作 一 个 9 和 维 单纯 形 ， 简 称 为 9 稚 单 形 ， 
记 作 (@, 4 4 或 2 点 0 0 pp， 0 叫 作 8% 的 顶点 . 

方程 人 1) 与 (2 是 点 组 0 ,a 7,…, a' 所 张 成 的 9 蕉 超 平 面 五" 
的 对 称 的 参数 方程 ;因而 单 形 s* 是 9 的 一 个 子 集 . 明显 地 , 需 糙 
单 形 s 就 是 o 这 个 点 ,一 和 维 单 形 s+ 就 是 以 不 同 的 两 点 g0 与 dl 为 
端点 的 于 线段 . 用 任 角 坐标 或 者 用 重心 的 概念 ,都 可 以 看 出 ,二 炎 
单 形 半 是 以 不 共 线 的 三 点 oo oa2 为 顶点 的 开 三 角形 (区 域 ) , 二 
纵 单 形 是 以 不 共 面 的 四 点 中 ,0 ,WW, 入 为 顶点 的 于 四 面体 (图 
1). 

满足 式 (2) 与 (本 的 ,和 1 ……, ho) 也 晤 作 点 2 在 9 杀 单 形 妆 
中 的 重心 坐标 我 们 党 篆 称 点 和 为 点 六 一 (Oo 入 ;Ao)。 厦 点 
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4 的 9 二 工人 个 重心 坐标 中 只 和 =1， 其 他 都 是 零 ; 如 果 点 ” 不 是 顶 
人 则 它 的 重心 坐标 中 至 少 有 两 个 不 等于零 . 以 Xeo= 和 一 … 一 

一 (9 十 1) 为 重心 坐标 的 点 % 就 是 3 的 中 心 (或 重心 ); 特别 地 ， 
ote + )/2 是 全 一 (qn, @1) 的 中 点 . 

附 记 重心 坐标 的 另 一 解释 . 设 9+ 工 维 欧 几 里 得 空间 Bt+1 的 点 x 在 
入 角 坐 标 系 10;@ ,2e?,，…, E71 于 中 是 (V1 22，…， Yat+1)， 如 果 (a?, 01,…, a?) 
分 别 是 如 中 的 单位 点 0 23, …, e911, 则 的 重心 坐标 Cho, 和 A1,，…, Xa) 一 
(Tl ZT2，…， arl)。 然 后 43) 是 吾 在 Es1! 中 的 方程 . 

3 命题 % 维 欧 几 里 得 空间 8" 中 的 9 维 单 形 8 唯一 地 决 
定 它 的 项 点， 换 句 话 说 , 如 果 EB" 中 的 两 个 单 形 8 与 39 重合 , 则 它 
的 项 反 一 对 一 地 重合 ,因而 p 一 9. 

证 明 痛 先 证 明 顶 点 的 下 述 特征 : 1) 如 果 & 的 点 4 不 是 顶 
点 , 则 2 是 以 型 的 某 两 点 为 端点 的 线段 的 中 点 ; 2) 如 果 儿 是 顶点 ， 
则 sw 不 是 这 样 的 一 条 线段 的 中 点 . 

1) 设 式 ( 了 中 的 % 不 是 名 的 顶点 ， 于 是 点 w 至 少 有 两 个 重心 
坐标 不 为 零 ; 设 是 入 >>0, 入 >0, $7)， 设 8 是 小 于 入 与 入 的 任意 
正 数 . 命 

wt+e(la—o), vi=w—s8(ai— oa!). 
这 两 点 显然 属于 8, 而 且 %= (w0 十 局) /2. 
2) 考虑 名 的 顶点 中， 用 反 证 法 , 设 中， 好 是 se 的 不 同 的 两 


rT 
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一 00 十 Mal 十 … 十 MQ7， 有 二 0, 1， 
而 且 x 一 于 (oo+o)。 衣 然 加 与 地 不 同 ， 因 而 决 非 同一 个 顶点 ， 
故 必 有 了 两 个 脚 标 ?7 使 得 多 >0, 对 >0， 根 据 假发 
由 一 (人 十) 十 可 (3 十) 中 十 光 十 至 03 上 an， 
这 里 入 十 和 二 0， 和 对 十 和 >0; 但 另 一 方面 
0 一 0 十 00: 十 … 十 1aox 十 … 十 002. 

这 与 命题 开工 了 矛盾， 这 就 证 完了 顶点 的 特征 . 

其 次 , 设 == (a 0， 09) ， 下 一 (0 …, 0?).。 因为 这 
两 个 点 集 重合 , 5!1 E81， 由 刚 地 证 朋 的 顶点 的 特征 , 6; 也 是 兰 的 一 
个 顶点 . 同 理 ,每 一 个 a' 也 是 59 的 一 个 顶点 ，】 

设 8= (00 07,…, 49 是 8"* 中 的 一 个 9 蕉 单 形 ， 设 点 @， 
or 是 下 的 顶点 中 的 任意 了 十 个, 0<7<9g; 它们 是 占有 
最 广 位 置 的 ,因而 B* 中 有 ?7 蕉 单 形 吕 = (cp， aa， …， ai， 57 时 作 
3 的 一 个 7 条 面 , 训 作 

sit—<s!. 

: 设 at aia 为 中 的 顶点 ,但 非 3 的 顶点 ， 则 在 式 (1) 到 式 (3) 中 
命 

A 一 … 一 入 一 0 (6) 
时 ,就 得 到 si 的 任意 点 2。 所 以 点 集 s1Css, 而 51 在 ss 中 是 由 方程 
钥 (6) 决 定 的 . 反之 ,任意 一 租 (6) 型 的 方程 决定 8 的 一 个 7 稚 面 . 
sz 的 零 礁 面 就 是 顶点 ,一 和 维 面 也 叫 作 楼 ,9 蕉 面 就 是 2? 自身 .8 的 
锥 数 小 于 7 的 面 呈 作 8 的 凌 面 . 

发 sx 是 Z" 的 一 个 9 蕉 单 形 。 sz 的 重心 坐标 都 是 正 数 的 点 叫 
作 & 的 内 点 ; 8 的 其 他 点 时 作 se 的 边 生 点 .8 的 内 点 的 集合 叫 作 
一 个 4 稚 开 单 形 . 因此 单 形 s? 也 叶 作 并 单 形 . 8 的 边缘 点 的 集合 
吓 做 的 边 穆 ; 它 显 然 是 8 的 全 体 9 一 1 维 面 的 提 集 ; 记 作 S71. 
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[理由 : 这 里 的 点 集 与 9 一 稚 球 ( 序 7 中 单位 球面 zi 十 22 十 … 
十 2 一 1T) 间 脸 . 注意 , 雳 维 球 是 酚 个 点 .] 

根据 也" 中 的 9 维 超 平 面 的 定义 ,不 难 栓 证 下 述 事实 : 

从 9 杀 单 形 s 所 得 到 的 9 稚 开 单 形 在 B" 中 的 骨 包 就 是 839, s% 
既然 是 &” 中 的 一 个 有 界 开 集 , s* 是 烈 紧 的 ; SI?! 是 对 的 团子 集 ; 
因而 ss 一 Se 是 8 中 的 一 个 开 子 集 . 

3 的 顶点 也 计 作 从 s' 得 到 的 9 维 开 单 形 的 顶点 .因为 这 开 单 
形 的 于 包 是 于 单 形 噶 , 从 命题 1.3 有 : 9 准 开 单 形 也 唯一 地 决定 它 
的 项 点. 

从 面 单 形 的 概念 我 们 要 引进 两 个 单 形 的 规则 地 相处 这 个 重要 
概念 . 设 s 与 二 是 欧 几 里 得 空间 中 两 个 单 形 . 如 果 交 8 站 上 是 空 集 
或 是 s 与 1 的 一 个 公共 面 ,就 说 8 与 规则 地 相处 . 


bi bi 
a 20 al 0 at 
by 
不 规则 了 地 相 处 的 31m (ga, 601) , ?l= (5b1) 
2 


1.4 命题 一 个 单 形 的 任意 两 个 面 规则 地 相处 . 

证 明 裔 8 与 1 是 一 个 单 形 % 的 两 个 面 ,$s 与 1 在 中 各 由 
一 租 (6) 型 的 方程 决定 .这 两 租 方程 联合 起 来 ,或 者 仍 形成 在 w 中 
的 一 租 (6) 型 的 方程 ,或 者 形成 在 中 的 一 粗 了 矛盾 方程 。 如果 是 后 
者 , 则 sn 是 空 集 ; 如 果 是 前 者 , 则 st 是 8 与 的 一 个 公共 面 . 
于 是 s 与 规则 地 相处 . 了 


以 上 几 重 心 华 标 定义 了 单 形 . 现在 要 用 重心 坐标 来 讨论 同 维 
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的 两 个 单 形 之 半 的 上 映射。 对 于 £” 中 任意 一 个 维 靖 形 8 一 (ac 
Q*,…, 4) ， 在 9 十 村 稚 欧 几 里 得 空间 B27! 中 取 一 个 标准 正 交 基 
@, e ,…, 6 我们 把 五 “中 的 9 维 单 形 如 一 (e?,e:,…, e?) 叶 作 
一 个 自然 的 9 锥 单 形 . 如 的 任意 点 是 
Y 一 和 06 十 A167 十 … 十 和 Nae， 
其 中 和 , h，…, 和 还 满足 式 (2) 与 (5)， 因 为 oe1，…, or 是 标准 
下 交 基 , (ho, 和 ,…, ho) 是 Y 在 B91 中 的 、 对 于 这 个 基 的 直角 华 
标 ; 另 一 方面 ,根据 重心 坐标 的 定义 , (加 0, 和 1,"…， Mg) 又 是 Yy 在 如 中 
的 重心 坐标 故 对 于 ?中 的 如 而 言 ,如 的 点 的 这 两 种 坐标 一 
瓜 . : 、 
考虑 下?… 中 的 女 的 顶点 与 8" 中 的 中 的 顶点 之 关 的 自然 的 
一 一 对 应 : / 
Vv: e—>a, ji=0, 1,.., 9., 
提 用 
f(y) -/(> Nig!) -之 Aif (ei) -> (e’) > 入 Qi 一 0 (7) 
来 定义 对 应 


f: > 8. 
这 样 定义 的 了 是 的、 在 如 上 的 和 线性 扩张 . 它 保 持 重 心 坐标 不 变 ， 
外 yy 与 f(y) 一 x 有 相同 的 重心 坐标 (Xo，Xz，…，A 和 Xe) » 


现在 我 们 要 证 明 f 是 一 个 拓 提 映射。 事实 上 , 首先 由 于 他 题 
1.1, 了 是 一 一 的 而 且 f(&8) 一 8 其次, 因为 在 8B" 中 取 定 的 坐标 
孚 是 直角 坐标 系 , 式 (7) 膏 : 点 2 的 nn 个 直角 坐标 都 是 点 9 的 9 十 i 
个 重心 坐标 Aho, Ah1,…, 和 的 入 性 夯 数 , 因而 是 这 些 重心 坐标 的 连 
秆 画 数 ; 再 者 , 因为 点 Y 在 纪 中 的 重心 坐标 与 在 五 中 的 在 角 坐 
标 同 为 0, 和 i,…, NM, 于 是 点 ?二 f(y) 是 点 Y 的 连 绪 本 数 , 即 /是 
映射 .最 后 , 由 于 如 烈 紧 , f 是 拓扑 上 映射 ( 定 理 I5.7)， 这 个 映 身 
f 是 作 ( 非 退化 的 ) 优 射 映 射 或 保持 重心 坐标 的 拓扑 映射 。 这 就 证 


86 第 三 章 单纯 复合 形 及 其 同调 群 
明了 下 述 命 题 ， 
1.5 命题 欧 包 里 得 空间 部" 中 任意 一 个 gg 稚 单 形 8 与 自然 
的 4 稚 单 形 妈 在 保持 重心 坐标 的 拓扑 隐 射 下 同 胚 .因此 , 任意 西 
个 9 锥 音 形 在 保持 重心 坐标 的 拓扑 上 映射 下 同 且 . 对 
五 ”的 拓扑 (根据 上 距 离 4 得 来 的 ) 是 由 E* 的 直角 坐标 定义 的 ,因而 它 的 子 
空间 8 的 拓扑 也 是 由 B* 的 直角 坐标 定义 的 . 因为 妇 的 重心 坐标 与 如 作为 
atl 的 子 空 间 时 的 直角 坐标 相同 ,所 以 命题 1.5 有 另 一 个 重 法 如 下 : 
1.6 命题 ”如果 用 自然 单 形 妈 (作为 五 +1l 的 子 空间 时 ) 的 拓扑 , 通过 保 
持 重 心 坐 标的 一 一 和 的 满 对 应 ， 来 定义 9 的 一 个 拓扑， 是 作 8 的 重心 坐标 拓 
扑 ; 则 s& 的 重心 坐标 拓扑 就 是 s4 (作为 Br 的 子 空间 时 ) 的 拓扑. 弛 
根据 命题 1.1, 我 们 只 知道 8 的 点 与 它 在 3 中 的 重心 坐标 成 一 一 对 应 ， 
根据 命题 1.6 或 1.5, 在 研究 sd 的 拓 扩 性 质 时 , 我 们 村 可 以 用 84 的 点 的 、 在 
87 中 的 重心 坐标 来 蔡 代 sd 的 点 的 在 EF" 中 的 直角 坐标 . 
证 中 一 《4 , 47 49) 与 如 二 (09 人，…,09) (不 必 是 上 面 所 
这 的 白 然 单 形 ) 分 别 是 欧 几 里 得 室 间 所 与 五 "中 的 两 个 I 维 单 
形 ， 而 且 via 一 > 六 ， 2 一 (0， 1， ""*, 0， 是 写 个 的 顶点 问 的 自然 的 一 一 
对 应 .根据 命题 1.5 的 第 二 个 结论 ,我 们 可 灸 谈 2 的 徐 性 扩 线 : 
(N00 十 和 十 一 十 和 ogQ9) 一 2000 十 和 01 十 … 十 和 vp2. 
二 :8 一 > 码 是 保持 重心 举 标 的 拓扑 映射 . 再 设 引 一 (CQ Qa”)， 
妇 二 《0% 06, …, 0") ,7 二 9, 1 是 09 在 5 的 顶点 集 上 的 限制 ,而 且 
三 :3 一 > 立 是 2 的 线性 扩张 . 然后 明显 地 有 下 述 命题 . 
1.7 命题 设 8 与 如 是 任意 两 个 9 稚 单 形 , 2 是 8 的 顶点 到 
妈 的 顶点 的 上 自然 的 一 一 对 应 , 91 是 % 的 在 8 的 面 单 形 31 的 顶点 集 
上 上 的 限制 。 央 v1 的 各 性 扩张 fi 是 2 的 米 性 扩张 的 在 81 上 的 了 下 
制 .， 了 
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1.8 定义 设 大 是 一 个 以 n 稚 欧 几 里 得 空间 EB* 中 的 单 形 为 
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瑚 
元 素 的 有 限 集 合 . 如 果 五 满足 下 列 两 个 条 件 , 则 它 是 作 一 个 单纯 
复合 形 , 或 者 在 不 会 引起 混淆 时 ,简单 地 叫 作 一 个 做 形 : 

i” 如 果 单 形 s 属于 太 , 基 s 的 任 一 面 单 形 也 属于 大; 

2” 友 的 任意 两 个 单 形 规则 地 相处 . 

复 形 的 千 稚 单 形 叫 作 复 形 的 项 点， 复 形 的 庄 单 形 的 条 数 的 最 
大 和 值 叫 作 复 形 的 杂 数 . 如 果 复 形 LC 复 形 上 ,天 工 叫 作 大 的 一 
个 子 复 形 . 

1.9 定义 发 到 是 2 维 欧 几 里 得 空间 中 的 一 个 复 形 天 的 
全 体 单 形 的 全 体 点 所 形成 的 空间 上 叫 作 一 个 多 面体 , 记 作 |K|. 五 
趾 作 |j 挟 | 的 一 个 单纯 剖 分 或 三 角 章 分 ,或 者 在 不 会 引起 混 诡 时 , 简 
单 地 吓 作 | 乓 | 的 一 个 章 分 . 

一 般 的 多 面体 显然 有 不 同 的 单纯 剖 分 . 

如 果 点 ZE | 天 |, 其 zw 必 属 于 天 中 某 些 单 形 ; 其 中 最 低 稚 的 
含有 2 的 单 形 只 有 一 个 ， 叫 作 点 和 的 在 中 的 承载 单 形 ， 记 作 
Uargz. 点 区 的 在 它 的 承载 单 形 中 的 重心 坐标 都 >0. 

发 8 是 ”中 一 个 单 形 ， 它 的 全 体面 或 全 体 苇 面 各 形成 一 个 
复 形 ， 分 别 叶 作 它 的 并 包 复 形 或 边 稳 复 形 , 记 作 Cls 或 Bd si=8. 
为 简单 起 网, C1 s* 有 时 候 也 记 作 3. 显然 总 是 ls 的 子 复 形 ， 
[Gl se| =8, |8|=S8°. 

设 KK 是 一 个 复 形 、 的 全 体 维 数 二 9 的 音 形 形成 下 的 一 个 
子 复 形 , 吓 作 五 的 9 稚 骨 架 , 记 作 太 ?，、 设 8 是 民 的 一 个 单 形 . 
到 中 以 8 为 面 的 全 体 单 形 以 及 宪 们 的 面 形成 KK 的 一 个 子 复 形 ， 
叫 作 8 在 中 的 并 星 形 , 记 作 St 8 或 St 82. 

上 * 旗 然 是 一 个 度量 突 和 间 ， 宅 的 于 空间 j 玉 | 也 是 一 个 度量 宏 
间 ; | | 斌 然 是 有 限 个 列 紧 子 集 的 并 集 ， 下 所 以 也 是 列 紧 的 ， 

设 有 与 上 是 两 个 复 形 ,而 

三 :| 天 | 一 | 二 | 
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是 把 多 面体 | 玉 | 上 映射 到 多 面体 | 石 | 的 一 个 映射 .此 后 为 简便 起 见 ， 
我 们 也 说 f 是 把 复 形 及 上 映射 到 复 形 工 的 一 个 映射 , 记 作 
f:K-—>L. 


设 尺 与 工 是 两 个 复 形 。 如 果 到 的 全 体 顶 点 好 与 志 的 全 体 
顶点 六 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 (因而 环 与 也 的 顶点 数 相 同 , 疏 是 
十 二 个): 
ob, =0, 1,..., 7, 

使 得 (4*, a",…, 4%) 是 帮 的 一 个 9 锥 单 形 ， 当 而 且 只 当 (6*, 0"， 
…, 60) 是 工 的 一 个 9 闪 单 形 ， 我 们 就 说 K 与 工 是 同 构 的 复 形 . 
显然 复 形 的 同 构 是 一 个 等 价 关系, 宅 把 全 体 复 形 分 为 若干 同 构 类 . 
我 们 把 复 形 K 与 二 同 构 记 作 玉兰 上 下 面 的 定理 是 本 节 中 的 主 
要 定理 . 

1.10 定理 ”如果 两 个 复 形 KK 与 工 同 构 , 则 宅 们 的 多 面体 同 
胚 ; 用 记号 表示 时 ,部 如 果 区 衬 5, 则 | 及 | 兰 | 工 |. 

呈 明 本 定理 是 下 面 的 引 理 的 明显 推 花 . 】 

1.11 引 理 狼 玉 是 具有 7 十 个 顶点 的 复 形 ,而 且 如 是 ?十 工 
给 欧 几 里 得 空间 妃 中 的 自然 的 7 维 单 形 .， 则 于 包 复 形 C018 中 
有 一 个 子 复 形 六 与 同 构 , 而 且 多 面体 | 刀 | 与 | 玉 | 同 胚 . 

让 明 设 自然 的 7 条 单 形 坟 的 项 点 是 e,%=0, 1,…,7. 设 
攻 在 "中. 把 上 的 ?十 1 个 顶点 任意 地 排 一 个 次 序 , 把 它们 计 
作 w .然后 建立 刀 的 顶点 与 玉 的 顶点 之 癌 的 下 面 的 一 一 的 满 对 
应 

veli—> GE 

只 考虑 Qt 中 的 那些 单 形 如 , 它 的 全 体 顶 点 的 象 也 是 玉 中 
的 一 个 单 形 的 全 体 巴 点 ;我 们 把 这 些 单 形 如 的 全 体 筷 作 六 ， 根据， 
命 明 1.4, 容易 看 出 A 是 一 个 复 形 ， 别 和 且 根 据 入 的 作法 ,VV 显明 
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地 与 K 同 构 . 
目 然 单 形 * 的 任 一 点 
Y 二 Aoe 十 和 6L 十 ,十 入 6r ， 

这 里 的 入 = (M0, 和 1,…, Ar) 是 刀 中 的 重心 坐标 ， 也 是 B11 中 的 直 
角 坐 标 . 的 点 Y 也 有 在 女 中 的 坐标 入 . 如 果 六 的 点 y 属于 六 的 
一 个 单 形 刀 , 9 的 这 组 坐标 当然 一 般 地 不 是 点 V 的 在 这 单 形 妈 
中 的 重心 坐标 ， 而 是 后 者 加 上 若干 个 雳 (参看 图 3)， 我 们 下 面 的 
证 明 中 要 重复 地 引用 这 个 事实 ， 


eo2 


WCGClta EK 


20 al a2 


图 3 7 一 2 
对 应 仍旧 是 复 形 入 的 顶点 到 慌 的 顶点 之 间 的 一 个 一 一 的 
满 对 应 优 照 命题 1.5 的 证 明 ， 我 们 先 形式 地 作 w 的 在 | 入 | 上 的 
线性 扩张 : 
fF) =f(D Ne) = DN) -De, yelNl. 
我 们 更 在 要 推广 命题 1.5 的 证 明 方 法 ,来 证 明 
fi:N—>K 
是 拓 持 映射 . 
首先 ,发 垃 是 V 的 任 一 音 形 ， 而 是 在 同 构 下 它 的 对 应 单 形 是 
到 中 的 单 形 s*， 根 据 上 述 的 事实 与 命题 1.5， 
| f | ta: ta -> s4 
是 保持 重心 的 拓扑 峡 射 . 
其 次 , f: AN 一 到 是 单 值 对 应 ， 发 复 形 W 的 单 形 二 与 志 的 交 


i rr He 
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一 去 站 加 非 空 ,而且 点 EL， 根据 命题 1.7， 
(fli1) [t=f 1t= (Ff | to) |t; 

而 且 根 据 上 壕 的 事实 ,(f| 纪 ) (9) 与 (了) WW) 是 同一 个 点 (F127). 

其 次 ,因为 入 的 全 体 单 形 组 成 | 六 | 的 一 个 开 复 盖 , 根据 IL$2 
中 的 习题 4, 与 已 趟 明 的 结果， 由 全 体 少 交 拼合 成 的 广 W 一 天 是 
映射 。 它 是 满 映 射 ; 这 是 明显 的 . 

其 次 ,我们 来 证 明 f:N->K 是 一 一 的 映射 。 设 入 与 凡是 名 的 
两 点 ,它们 的 象 点 相同 : 


/(> Ne -/(> mao 
如 果 点 和 与 点 风 的 承载 单 形 分 别 是 


太一 (8%, ei, - GE) ， = (ef ej:, “…， ei*) 

(这 里 的 项 点 的 次 序 是 按照 的 写 下 的 )， 则 宅 们 的 象 单 形 分 别 是 
S] 一 (@"™, Qa, 0, i ， 8 一 (Gy。， a, “, Qi) 
(这 里 的 顶点 的 次 序 是 按照 K 的 写 下 的 ) ,而 且 它 们 有 一 个 公共 的 
内 点 了 (Zhe') 一 了 (Swe') ;因而 根据 复 形 KK 的 性 质 2”,s1=2 而且 

(bo, 1, “*°, bh) 一 (jo, 7a， “ 和) . 

”这 就 由 明了 妇 = 垦 ， 然 后 根据 | 右 : 妇 ->51 是 拓扑 映射 ,点 入 与 是 
辣 一 个 点 . 

最 后 ,因为 |N| 是 列 紧 的 , :NWN->K 是 拓扑 映射 . 时 

本 引 理 的 证 明 答 出 -个 很 有 意义 的 事实 :入 的 点 y 的 、 在 嫌 
中 的 重心 坐标 大 一 (Xo, 和 ,和 Ay) 可 以 看 作 是 大 中 的 过 点 了 2 一 0 
的 坐标 , 即 芭 的 任 一 点 2 有 唯一 的 表示 

一 入 oC0 十 和 GT 十 -… 十 和 GT ， 

这 里 的 和 限制 在 W 上 ， 然 后 , 我 个 立 列 推出 , 任意 两 个 同 构 的 复 
形 玉 与 互 不 但 同 有 是 (如 定理 二 10 所 就 的 ), 而 且 在 保持 它们 的 这 
种 坐标 不 变 的 对 应 下 同 尊 ， 
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如 果 复 形 玉 其 有 ?7 十 1 个 顶点 , 引 理 1.11 中 所 襄 的 、K 的 同 构 复 形 入 
征 在 了 十 上 蕉 欧 几 里 得 空间 中 的 ， 现 在 我 们 要 证 明 一 条 更 为 次 烈 的 定理 
1.13. 

先 证 明王 述 引 理 作 为 准备 工作 : 

1.12 引 理 ”对 于 任意 和 给 定 的 正 整 数 m, % 稚 欧 几 里 得 空间 E" 中 存在 一 
粗 吧 个 点 ,其 中 任意 4+1 个 点 (q 志 n) 都 在 &* 中 占有 最 广 位 置 (定义 A3). 

证 明 用 归 和 薄 丢 . 假 坝 已 经 取 定 天 中 的 天 个 点 pl 也,…, J*, 其 中 任 
意 9 士 个 点 (9<s2) 在 己 " 中 占有 最 广 位 置 ; 特 别 地 ,其 中 任意 9 个 点 决定 EE” 
中 一 个 4 一 虐 蕉 的 超 平 面 ( 定 理 A5) ， 因 为 从 这 关 个 点 所 得 出 的 这 些 超 平面 
只 有 有 限 个 , 而 且 它 们 的 稚 数 至 高 是 ww 一 14, 我 们 能 弃 在 这 些 超 平面 之 外 , 又 
在 "中 , 取 第 十 I 个 点 Pr*1+1. 容易 看 出 ,如 此 取 定 的 Kk 十 1 个 点 pl, P22, -…， 
p*7 中 的 任意 9 十 IC 过 9 个 点 还 都 在 五 " 中 占有 最 广 位 置 . 了 

1.13 定理 ”任意 一 个 呈 稚 的 复 形 羽 与 2n+1 条 的 欧 几 里 得 空间 E21+1 
中 的 一 个 复 形 世 同 构 ;而 且 世 的 顶点 可 以 是 五 ?+1 中 任意 一 租 点 ， 只 要 这 租 
点 的 任意 9 二 个 (9 秋 22 二 1) 在 五 2n+l 中 占有 最 广 位 置 . 

证 明 设 0?, @1,…, ar 是 太 的 全 体 项 点 . 根据 引 理 上 .12, 能 在 E2*+1 
中 琉 点 8, 中 ，…, br', 使 得 其 中 任意 4 二 1 个 (9 志 2n+1 在 五 ?041 中 占有 最 
三 位 置 . 售 aif 与 BW 对应. 

现在 ,如 果 (ai, ai，…, gai) 是 五 的 任 一 4 扒 单 形 57, 则 9g< 和 .这 些 顶 
氮 的 对 应 点 bm， bp， …，bi 在 五 2%+1 中 所 以 占有 最 广 位 置 ， 因 而 82"*+1 中 有 
一 个 9 条 单 形 闪 = (bt ba bio) ， 我们 证 明 EB2r+1 中 全 体 这 些 单 形 如 形 
成 一 个 复 形 工 . 首先 , 因为 复 形 五 的 条 件 1°, 工 满足 复 形 的 条 件  ， 其 获 ， 
设 女 与 从 是 上 虐 的 任意 两 个 单 形 ， 而 且 它 们 共有 9 十 二 个 不 同 的 顶点 wo， wl， 
…, WI， 因为 及 <n, Kn, 所 以 9g 雪 2 二 1。 因此 这 十 个 顶点 在 盏 2n+1 中 
占有 最 厂 位 置 ， 决 定 2*+1 中 的 一 个 单 形 妈 = (2 ，W) . 癌 未 必 属 于 
,但 训 与 巷 都 是 如 的 面 , 所 以 规则 地 相处 (命题 1.4), 郎 工 满足 复 形 的 条 
件 2 .于 是 工 是 一 个 复 形 ， 而 且 由 于 工 的 作法 , 工 与 让 同 构 . 

这 条 定理 只 襄 任 意 一 个 % 稚 复 形 同 构 于 了 ?+1 中 的 一 个 % 寻 复 形 , 而 未 
说 基 些 特 处 的 %w 稚 复 形 不 能 同 构 于 2" 中 一 个 % 稚 复 形 ， 计 论 % 稚 复 形 能 
同 构 于 在 低 于 2% 十 1 稚 的 欧 几 里 得 空间 中 的 一 个 % 稚 复 形 的 充 要 条 件 ,就 是 
一 个 广泛 而 有 意义 的 问题 例如 一 稚 的 复 形 总 同 构 于 EE? 中 的 一 个 一 稚 复 
形 , 而 只 在 某 种 条 件 下 地 辣 构 了 于 E?2 中 的 一 个 . 
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为 着 扩大 多 面体 在 几何 图 形 中 所 占 的 范围 ， 我 们 引进 一 个 较 
广 的 概念 :弯曲 的 单纯 复 形 (或 这 曲 的 复 形 ) 与 弯曲 的 多 面体 ,而 把 
以 前 所 说 的 复 形 与 多 面体 时 作 和 玫 午 的 . 

如 果 一 个 拓扑 室 间 了 了 与 一 个 不 家 的 多 面体 | 及 | 同 胚 , 则 卫 呀 
作 一 个 弯曲 的 多 面体 . 设 是 KK 的 任 - 一 个 g 维 单 形 ， 卫 的 子 容 
问 在 这 同 且 下 与 8 对 应 的 就 时 作 一 个 9 条 的 弯曲 单 形 ， 全 体 这 种 
癌 曲 单 形 叫 作 一 个 况 曲 的 单纯 复 形 ; 我 们 说 它 是 了 的 一 个 单纯 前 
分 如 果 同 胚 是 f: ||>P, 有 时 候 为 明确 起 见 , 把 了 的 这 个 剖 
分 记 作 (f, 玉 ) 草 分 ,例如 了 是 欧 几 里 得 空间 如 "中 以 原点 为 中 
心 的 单位 球 S*; 取 st 为 如 ”+1 中 以 原点 为 中 心 的 一 个 % 十 1 条 
单 形 ， 取 它 的 边 穆 复 形 站 为 尺 ; 取 f 了 为 以 原点 为 中 心 的 中 心 射 
影 ，S" 就 从 ?+1 得 到 一 个 前 分 . 

拓扑 学 的 目的 是 研究 几何 图 形 的 拓扑 性 质 ， 失 拓扑 学 的 观点 
看 来 , 了 与 |K| 是 无 区 别 的 . 所 以 如 果 只 限于 讨论 平 直 的 多 面体 
的 拓 拓 性 质 ,实际 上 也 就 讨论 了 弯曲 多 面体 的 拓 提 性质 . 

平 直 的 多 面体 | 尺 | 的 单 郑 剖 分 的 另 一 个 限制 是 : 在 定义 
1.8 中 复 形 尽 是 有 限 集合 。 如 果 只 把 “有 限 集合 ” 改 为 “有 限 的 或 
可 数 的 无 穷 的 集合 ”而 把 所 得 到 的 复 形 分 别 叫 作 有 限 的 或 无 穷 的 
复 形 ， 则 复 形 的 范围 就 有 实质 上 的 扩大 .但 我 们 根据 下 列 考 虑 ， 
在 本 书 中 仍 只 限于 有 限 的 、 丰 直 的 (或 弯曲 的 ) 复 形 以 及 它们 所 决 
定 的 多 面体 ， 第 一 , 这 种 多 面体 已 沟 包 括 几 何 学 及 分 析 学 中 一 
些 最 常 出 现 的 空间 .第 二 ， 这 种 多 面体 比较 易于 通过 复 形 来 直观 
理解 ， 重 直观 理解 是 掌握 代数 拓扑 学 中 的 理论 与 方法 的 主要 途 
径 . 第 三 , 这 种 多 面体 的 代数 拓扑 学 是 更 广义 的 空间 的 代数 拓 
扑 学 的 模型 ， 初 学 者 必须 从 前 者 入手， 然后 再 进而 到 更 广义 的 空 
问 . 

此 后 凡 提 到 复 形 与 多 面体 , 如 无 相反 的 声明 , 都 是 指 焉 站 的 . 
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复 形 的 仙子 


到 理 工 世 中 的 复 形 六 是 从 复 形 K 与 一 个 特殊 单 形 妇 作 出 
的 、 为 举例 方便 起 见 ， 我 们 进一步 抽象 ， 用 下 述 的 顶点 表 来 描写 
N. 

1.14 定义 ” 设 答 定 了 一 个 非 空 的 有 限 点 集 S (相当 于 六 的 
或 的 硕 点 集 ) ,而 且 把 8 的 某 些 隆 集 ( 相 当 于 W 的 庄 单 形 的 顶点 
集 ) 叫 作 指定 的 于 集 ， 如 果 8 与 它 的 指定 的 子 集 满 足下 列 两 个 条 
件 : z 

1° 5 的 每 一 点 所 形成 的 独 点 集 都 是 一 个 指定 的 子 集 : 

2?S 的 每 一 个 指定 的 子 集 的 -一 个 非 空 的 子 集 还 是 一 个 指定 
的 子 集 ， 

我 们 就 把 S 和 它 的 指定 的 子 集 的 全 体 叫 作 一 个 顶点 表 , 记 作 六 : 
把 含有 9 十 1 个 点 的 指定 的 子 集 吓 作 一 个 & 蕉 单 形 , 压 维 单 形 叫 作 ， 
顶点 . 


容易 看 出 , 任 一 个 W 决定 一 个 到, 名 决定 8 与 它 的 指定 的 子 
集 ( 分 别 是 六 的 项 点 集 与 A 的 话 单 形 的 项 点 集 ); 每 一 个 这 是 由 
一 个 信 决定 的 ; 而 且 决 定 同一 个 六 的 车 干 个 入 互相 同 构 ， 于 是 
一 个 顶点 表 六 可 以 看 作 是 复 形 的 一 个 同 构 类 .， 如 果 复 形 入 是 
锥 的 , 它 所 决定 的 顶点 下 六 也 叫 作 名 对 的 顶点 表 ， 同 构 于 六 的 任 
一 单纯 复 形 都 听 作 入 所 决定 的 顶点 表 六 的 一 个 几何 实现 ;六 也 
叫 作 它 的 任 一 几何 实现 的 项 点 表 . 


利用 项 点 大 ,可 以 比较 方便 地 答 出 复 形 的 例子 , 先 看 $4 中 的 
图 6、7、8、10、12、13 中 的 二 稚 复 形 ( 这 些 图 中 的 第 头 对 于 现在 
来 说 , 是 不 必要 的 ).， 下 格 地 说 , 只 有 图 7 中 的 复 形 才 是 平 让 的 复 
形 . 图 6 中 的 是 谊 曲 的 复 形 , 而 图 8 中 的 弃 不 是 在 站 的 复 形 , 又 不 
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是 弯曲 的 复 形 . 但 我 们 可 以 把 这 些 图 中 的 每 一 个 理解 为 一 个 顶点 
表 ， 它 所 代表 的 同 构 类 中 的 任 一 平 直 复 形 理解 为 这 图 所 给 出 的 复 
形 . 例如 图 6、7、8 给 出 同一 个 顶点 表 , 它 代表 图 7 所 给 出 的 复 形 
六 以 及 其 他 同 构 的 平 直 复 形 . 


现在 要 说 明 欧 几 里 得 空间 Benz 中 的 单位 球 
S" :有 十 人 2 十 … 十 22 41 一 14 
的 另 一 个 单纯 剖 分 太 , 一 个 nn 维 复 形 . 

S" 与 nn 十 1 维 单 形 s"*? 的 边缘 复 形 "1 的 多 面体 | 和 | 同 胚 ， 
例如 在 %w=2 时 , 如 果 音 是 以 欧 ， 
几 里 得 空间 EE 的 原点 为 中 心 
的 、 内 接 于 5S” 的 正四 面 形 , 经 
过 中 心 射 影 把 六 影射 到 S? 上 
去 ,我 们 就 得 到 53 的 一 个 弯曲 
的 削 分 ， 叫 作 53 的 四 面 形 着 
分 如 果 用 以 Br 的 原点 为 中 
心 的 、 内 接 于 5 的 正八 面 形 
(图 名 将 代 正 四 面 形 妆 , 则 我 们 

4 得 到 5S” 的 另 一 个 弯曲 的 剖 分 ， 
叫 作 必 ”的 八 面 形 剖 分 . 从 n=2 推广 到 n,S* 也 有 推广 的 “四 面 
形 齐 分 与 “ 八 面 形 剖 分 ” 前 者 就 是 从 六 + 得 到 的 , 是 我 们 比较 熟 
巧 的 ; 我 们 现在 要 说 明 的 S” 的 另 一 个 剖 分 K 就 是 后 者 . 

设 e, ee 是 "1 中 的 一 个 标准 正 交 基 .， 考虑 下 列 
Nh 十 个 点 


1 3 
SI16 £20", ** ,Ent10"11, 6&4 一 土 1， (8) 


它们 决定 BE"1+ 中 的 一 个 % 维 单 形 、 式 (8) 中 的 正 负 导 一 共有 2" 
个 不 同 的 组 合 ,所 以 式 (8) 也 给 出 同样 多 的 mn 维 单 形 ， 两 个 这 样 的 
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单 形 的 交集 或 者 是 一 个 公共 面 ,由 它们 的 公共 顶点 所 决定 :或 者 是 
空 集 . 在 后 者 的 情形 下 , 一 个 单 形 的 、 在 式 (8) 中 的 正 叶 号 必 与 另 
一 个 单 形 的 完全 相反 . 不 难看 出 , 这 2241 个 多 蕉 单 形 以 及 它 个 的 
全 体面 形成 苹 人 中 的 一 个 平 丰 的 复 形 天 " ,而且 中 心 射 影 是 | | 
到 5" 的 一 个 同 肘 .长 ' 的 在 S" 上 的 同 胚 象 就 是 我 个 的 8” 的 、 推 
广 的 八 面 形 章 分 KK. 

这 个 前 分 KK 对 于 原点 是 对 称 的 ;这 就 是 说 ,下 列 上 映射 

21 一 一 0I，08 一 一 0 Wit1= 一 n+ 

把 五 的 每 一 个 单 形 变 成 五 的 一 个 单 形 . 

迭 合 %( 宇 1) 稚 球 S" 的 每 对 对 径 点 ,就 得 到 ?2 锥 的 射影 室 问 
PP 由 于 S" 的 “ 八 面 形 前 分 天 的 对 称 性 质 ,在 第 四 章 $ 3 中 谣 明 
“重心 重 分 之 后 ,我 们 将 看 出 , 天 的 重心 重 分 给 出 P" 的 一 个 单纯 
襄 分 . 


二 了: 
习 


1. 发 天 都 是 一 个 单 形 8 的 点 ,4 一 0, 1 7Y。 怖 让 : 
b= Euibi, n>0, Tu=1 
也 是 sd 的 点 . 
2. 设 站 都 是 一 个 单 形 sz 的 点 , 1 一 0, 1 ，…,?. 识 证 : 
如 果 
b=Sub', n>0, Enu=l 
是 8 的 一 个 顶点 9， 则 每 一 上 bi 也 是 顶点 oo， 
3. 设 六 是 局 8 的 一 个 子 复 形 ,而 且 站 都 是 || 的 点 ， 试 诈 : 
pb 一 过 MD n>0, Sau=1 
是 | 入 | 的 点 , 当 而 且 只 当 所 都 是 入 的 同一 个 单 形 的 点 . 
4. 试 说 明 图 13 中 的 射影 平面 减 去 中 心 三 角形 的 内 点 是 一 个 M6bins 
于 . 
5. 设 复 形 是 复 形 % 的 一 和 维 骨 架 ， 试 观 明天 是 两 个 射影 平面 ( 湖 看 
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轩 13) 拼 成 的 . 
6， 试 答 出 三 个 圈 周 的 乘积 的 一 个 单 粳 剖 分 . 
[提示 : 12 中 的 环 面 是 两 个 圆周 的 乘积 .] 


2. 同 调 群 - 


复 形 是 几何 对 象 , 而 群 是 代数 对 象 . 从 复 形 过 滤 到 它 的 同调 
洋 的 关键 是 单 形 的 定向 与 边 稳 运算 这 两 个 概念 ， 因 而 同 庙 群 集中 
了 反映 出 复 形 的 .有 关 边 缘 的 几何 性 质 . 

本 节 需 要 附录 B 8 1 中 的 知识 与 B $1 以 后 的 两 个 定义 了 B8.1 
与 B2.6. 


一 个 9 锥 单 形 8 的 9 十 1 个 顶点 oa 0 pv， 22 有 (9 十 二 1 个 
不 同 砍 序 的 排列 ， 在 9>0 时 , 这 些 排列 分 成 两 租 : 同一 组 的 任意 
两 个 排列 相差 偶数 个 对 换 ， 不 同 组 的 任意 两 个 排列 相差 奇数 个 对 
换 ?， 这 两 得 吓 作 8 的 两 个 定岗， 指定 了 一 个 定向 的 单 形 就 叫 作 
一 个 有 园 单 形 ; 为 着 区 别 起 见 , $1 中 的 单 形 8 就 叫 作 无 同 单 形 ， 
例如 顶点 的 下 述 次 序 
° &}, @”, "+ ie ; a}, &", C2 ， "… ou 
就 规定 了 这 山 个 定向 ,相应 的 频 个 有 向 单 形 分 别 用 

galg Ga, Clg0C2. 0 
表示 (注意 : 项 点 之 间 无 泽 号 !); 如 果 把 一 个 记 作 ss, 则 另 一 个 记 
作 一 s? (注意 : 8 于 无 横 杠 1): 
CQ102 94 一 一 CTC0C2C9; 

而 且 把 它们 此 作 定 向 相反 的 有 向 单 形 . 

壳 稚 无 向 单 形 8 一 (0) 的 一 个 顶点 只 有 一 个 排列 . 为 着 叙述 


*! 根据 教学 绿 脸 ， 在 未 闻 前 采 统 地 讲授 附录 B $8 1~3, 效果 可 能 好 些 ， 
1 张 儿 瑞 、 郝 全 新 ,高 等 代数 ,人 民 教 育 出 版 社 ， 1964, 12~16 页 


w 
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统一 起 见 ,我 们 用 十 号 与 一 号 来 定义 它 的 两 个 定向 ;这 两 个 有 向 单 
形 是 十 ea? 与 一 Q0. 

一 称 的 有 和 癌 单 形 人 ==we 与 一 二 al@? 是 定向 相反 的 有 向 装 
丘 ; 二 和 维 有 问 单 形 一 4 040 与 一 2 一 ac"0 是 定向 相反 的 有 向 三 : 
角形 . 

无 向 单 形 8 一 (@, 0 ,…, 0”) 有 4 十 1 个 9 一 1 稚 面 如 "一 (a"， 
0 ,这 里 的 记号 幸 示 只 有 wi 不 是 扣 1! 的 硕 点. 1 
作对 的 、 与 顶点 导 相 对 的 7 一 上 维 面 .如果 8 一 acl…az， 则 s? =: 
(一 Diaiao… 人 as; 我 们 把 

召开 一 《一 全 经 0 全 ad (1 
与 一 要 分别 叫 作 8 的 gg 一 1 准 的 顺 向 面 与 道 向 面 ， 妈 ， 是 8" 的 
顺 向 面 或 小 向 面 ， 不 依 事 于 答 出 % 的 定向 的 排列 @?， Ql,，…, a1, 
事实 上 ,如 末 


st = a 0600 
而 且 @ = 六， 出 
8 一 (一 Tioic0 全 0 一 (一 二 10700. 信 .52， 
因而 
在- 一 (一 十 io. 人 9 一 (一 1)700. 信 .50 


再 者 ,如 果 如 -是 8? 的 顺 向 面 或 逆向 面 , 则 一 如 "!， 也 分 别 是 一 8 的 
顺 疝 面 或 逆 癌 面 . 《复习 题 .) 


a2 
例 上 须 向 面 的 几何 意义 ， 如 果 有 疝 三 角形 
3 一 40ala2 的 定向 用 边 上 上 的 箭头 或 环形 箭头 表 
示 , 则 边 上 的 箭头 也 表示 硕 向 楼 的 定向 (图 5) 。 1 | 
如 
无 问 单 形 8 的 一 个 7 稚 面 所 答 出 的 图 5 
任 一 有 向 单 形 s 也 叶 作 有 向 单 形 8 的 一 个 了 稚 面 , 记 作 


S 89. 


设 上 是 一 个 全 蕉 复 形 .把 它 的 全 体 9 锥 无 向 单 形 任意 地 记 作 
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Sf, 9 一 0 ,nn; 2 一 2，…，ad， 
在 9=0 时 , 命中 = 十 a', 这 里 的 {e"， 41，,…, 4”“} 是 信 的 全 体 顶 
点 ;和 在 9>0 时 , 命 引 为 8 所 答 出 的 两 个 定向 单 形 中 任意 地 选 定 的 
一 个 . 《注意 :这 里 的 只 并 非 如 式 (1) 中 的 如! 那样 ,从 某 一 个 89 
得 来 的 .) 这 样 的 一 和 组 {sf} 此 后 当当 需要; 为 方便 起 见 , 把 它 叶 作 
至 的 有 向 单 形 的 一 个 基本 和 组， 土 都 叫 作 KK 的 有 向 单 形 . 

% 维 复 形 玉 的 中 与 引 - 有 下 烈 三 种 可 能 的 关系 : sg 不 是 8 
的 面 , 是 $f 的 顺 向 面 , 或 者 是 $f 的 逆向 面 ; 分 别 用 下 面 的 记号 表 
示 : 

[sy :s -中 二 0, 十 1 或 一 1. 
记号 [8:s9 十 是 作 54 与 59 的 关联 系数 .由 此 可 知 
[es?:s9 | = [s9:es9 | =e[s:s 1!], =+ 土 1. 
特别 二 ,如 果 s= 一 cai ea， 而且 站 一 cp 人 0 则 [8: 如 == (一 1)1. 

起 即 维 复 形 五 的 一 个 基本 租 是 {s8} .我 们 和 暂 定 ,对 于 一 个 整 

数 gi， 


9asd = (— 91) (—s). (2) 
然后 把 以 整数 为 系数 的 一 个 线性 粗 合 
Va— 9131 + g++ ga se (3) 


趾 作 区 的 一 个 9 准 链 .如 果 系 数 都 是 雳 , 则 这 个 链 就 用 0 表示 . 
如 果 gi 一 1, 而 其 他 系数 都 是 雳 ， 我 们 就 珊 这 个 链 就 是 有 向 单 形 
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例 链 的 几何 意义 .按照 9 之 0 或 <0, 我 人 把 9i 弛 看 作 是 和 个 好 或 
《一 9) 个 (一 59) ， 这些 9is 的 和 形成 链 (3) ， 一 稚 链 可 以 看 作 有 向 的 折 夫 . 
图 5 中 有 向 三 角形 的 边界 就 是 一 个 一 稚 链 acal 十 aa2 +e2a1. 
如 果 式 (3) 中 的 wv 与 
Yq 一 39 十 hz32 十 … 填 ha sa 
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是 玉 的 任意 两 个 Y 维 链 ,定义 它们 的 和 为 
Xo yg= (91 十 有 i) 星 十 (ga 十 ho) 十 … 十 (go 十 ha,) SL. 

它 也 是 K 的 一 个 9 和 维 链 、 所 以 ,对 于 加 法 而 言 ,天 的 全 体 9 和 维 链 
形成 一 个 自由 交换 群 ， 以 {3} (对 于 固定 的 9) 为 一 个 基 ( 定 义 
B3.1). 它 叶 作 站 的 9 礁 粤 群 , 记 作 Co( 开 ;7) 或 Co( 开 ); 这 里 
的 J 表示 整数 加 群 . Ca(K ) 不 依赖 于 的 基本 租 {88} 的 选取 ; 即 
如 果 用 不 同 的 基本 租 , 但 所 得 的 链 群 同 构 . 

对 于 任 一 9 维 有 向 单 形 s 一 a "qa…o4, 我 们 用 下 列 方程 来 定义 
一 个 9 一 1 猴 链 0s [ 读 作 戴尔 塔 (delta) sz] , 叫 作 s 的 边 符 锣 或 者 
边 稼 : 

0s° =0, (‘40) 
Os 一 六 (—1)ig .001, gqg>0. (4,) 


式 (40) 是 褒 : 68 是 8 的 全 体 9 一 1 礁 顺 向 面 的 和 ;因而 98? 不 依赖 
于 答 出 s4 的 定向 的 排列 @?, 47,…*, 44. 
设 答 定 了 wn 维 复 形 玉 的 一 个 基本 租 {中 }。 从 上 述 定义 , 立 到 


本 
280 一 0， (Bo) 
0 —S: [98:39]! 9>0. (50) 

=1 


这 里 的 式 (50) 当然 还 恰 是 8f 的 全 体 9 一 工 锥 顺 向 面 的 和 ， 然 后 定 
义 KK 的 任意 9 维 链 zo [ 式 .(3)] 的 边缘 链 为 

da — gi0s, g >0; (6) 
它 当 然 还 是 的 一 个 9 一 1 稚 链 ，、 我 们 说 式 (6) 是 根据 式 (3) 用 和 终 
性 扩张 得 到 的 ,也 就 是 说 (6) 表明 9 是 名 性 运算 .我们 也 把 9 叫 作 


边 牧 算 子 . 9 这 种 运算 是 代数 拓扑 学 中 一 个 基本 概念 ; 从 它 发 展 
出 来 我 们 将 要 详 彻 讨论 的 同调 理论 . 
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显然 可 网 
0 (vg Ye) = Ova OY. 
因此 ,对 于 -每 一 个 9, 9 建立 了 链 群 Oo(K) 到 链 群 Co-1 (下) [我们 
把 C1(K) 看 作 是 车 群 90] 的 一 序列 的 同 态 2 一 {2d} 
O00: OA(K)—>C, (KR) 
(定义 Bl1.3). 9 与 04 因而 也 则 作 边 条 同 态 . 
例 边 笑 链 的 几何 意义 . 设 太 是 图 5 中 的 怠 . 王 上 的 一 维 边 泡 链 是 
9g(acal+ ala2 十 62a0)， 这 里 的 9 是 整数 . 
2.1 引 理 对 于 任意 一 个 定向 单 形 s?， 
80s7 =0. (7) 
证 明 当 g=0 或 1 时 , 式 (7) 显 然 股 并.， 设 9 之 2, 并 且 不 
妨碍 普 源 性 ,六 % 一 ac pa、 然后 从 式 (4o) ， 有 


00s = 5 (—1) > (—1)ig0...6i 
1=0 《一 


tr (一 全 和 > (—1)ig%...0i...01...09 
一 全 :人 — 3)itig...0 .0.0 A Gk DA 
-0. 】 
从 这 个 简单 引 理 , 立 歼 有 下 述 两 个 重要 的 推 葵 . 
2.2 命题 设 n% 妈 复 形 KK 的 一 个 基本 和 组 是 {8}. 对 于 任意 
两 个 引 与 弛 ,9g 之 2， 
Sfs8:39-1] (9-1:30-*] —0. 


2.3 定理 对 于 % 灯 复 形 KK 的 任 一 9g 稚 链 zu， 
007z0=0、 


如 果 一 个 9 稚 链 ze 的 边缘 链 0ca=0, 央 zo 叫 作 一 个 9g 维 团 


2. 同 表 群 1014 
链 . 显然 单纯 复 形 K 上 的 全 体 9 维 半 链 形成 9 纵 链 群 CO,( 尺 ) 的 
一 个 子 群 , 叫 作 K 的 2 维 表 链 群 , 妈 作 和 no( 天 ;7) 或 2o( 开 ). 显然 
和 an( 开 ) 一 2 核 (B$1), Zo(K) 一 Qo(K). 根据 定理 2.3, 任 一 边 
很 链 是 一 二 链 ， 

如 水 链 入 是 一 边缘 链 ， 即 ze 是 上 的 一 个 Z 十 锥 链 的 边缘 ， 
我 们 名 就 在 KK 上 sx 同调 于 雾 ,或 如 是 下 上 的 雾 调 链 , 刀 作 zo~0 
在 KK 上 . KK 上 的 全 体 g 锥 边缘 链 显 然 形 成 Zo() 的 一 个 子 群 ， 
叫 作 天 的 9 狂 边 生 链 群 , 记 作 Bo(K ;J) 区 Bu(K)， 量 然 Bu(K) 
一 Do 象 .如 果 天 个 于 键 z 与 2 满足 一 个 同调 式 : 一 红斑 00, 我们 
就 退 z 与 z 同调 ,也 记 作 加 ~~ 加， 显然 Z~zg 与 加 ~zy 同时 夏 立 . 

在 天 是 % 杂 的 复 形 时 , B,( 信 )=0, 即 B,(K) 只 含有 0 这 个 

在 人 是 % 锥 的 复 形 时 , 陪 陪 (定义 B1.2) 

Za(K)/BaAK)—00 核 /Oy:1 象 ， 9 一 0, 1,…,n 
趾 作 KK 的 9 维 同 调 群 , 记 作 
HK;J) 或 Hal(K)， 
它 不 依 藉 于 的 基本 租 {99} 的 选取 . 显然 HH,(K) 二 Zr(K). 
五 (上 ) 的 每 一 个 元 素 是 Zo() 中 的 一 个 模 Bo(K ) 的 等 价 类 ; 我 
个 很 自然 地 要 把 后 者 吓 作 一 个 9 和 维 同 调 类 . 

从 同调 类 与 商 群 的 定义 ,立即 有 下 述 命 题 : 

2.4 命题 设 六 ,2 是 复 形 开 的 同调 群 已 co ) 的 元 素 ， 
而 2,%,z 是 天 的 d 蕉 于 链 ， 分 别 属于 同调 类 wx, Y*', xz*， 则 等 式 
2 十 % 一 和 等 价 于 同调 式 2Ty~z，、 更 一 般 地 属 , 群 之 问 的 绪 性 相 
关 性 (定义 B 2.6): 

av’ oy +c =0 
( 柔 数 古人 不 全 等 于 堵 的 整数 ) 给 出 孙 链 犁 的 一 个 等 价 性 质 : 
aw by fcr~0; 
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后 者 吓 作 并 链 的 同调 相关 性 . 

边 穆 同 态 64 的 象 与 核 显 然 分 别 是 Bo-1(K) 与 Go 有 ); 因而 
有 下 述 命 是 (定理 B 1.10): 

2.5 命题 边 和 粽 同 态 落 导出 -一 个 同 构 : 

OK)/ZAE) TB KR), 9 一 0 1 ,nn, 
这 里 的 Bi( 太 ) 理 解 为 宕 群 .。】 

链 、 有 并 链 与 同调 于 链 的 几何 意义 是 明显 的 . 以 上 所 提 到 的 链 
群 、 闭 链 群 、 边 稳 链 群 与 同调 群 中 , 同调 桩 具有 特别 深 列 的 意义 。 
我 们 在 下 一 章 中 就 要 证 明 它 是 多 面体 IKK | 的 拓扑 不 变性 ， 不 依 囊 
于 | 五 | 的 单纯 剖 分 KK. 其 他 的 群 则 非 如 此 ; 例如 是 8 时 ， 从 
天 | 的 不 同 的 单纯 剖 分 就 可 以 看 出 . 


以 交换 群 G 为 系数 群 的 同调 群 ”我 们 用 式 (3) 定义 的 链 是 以 
整数 为 系数 的 条 性 租 合 ， 从 此 出 发 一 直到 得 到 OCs(K),Za(K)， 
Bs(K), Ha(kK) 的 过 程 中 ,我 们 所 用 到 的 整数 的 性 质 ,只 是 整数 在 
加 法 下 形成 交换 群 7， 如 果 我 们 把 整数 加 群 7 换 成 一 个 任意 的 交 
换 群 G, 则 相仿 的 诗 葵 将 答 出 以 G 为 系数 群 的 链 、 链 群 0,(K ; G) 
及 同调 群 五。(K ; G) 等 . 

但 基本 的 而 且 重 要 的 系数 群 是 了， 在 处 理 特殊 问题 时 , 有 时 
候 须 用 整数 模 Pp 群 v，, 这 里 2 是 素数 , 或 有 乔 用 有 理 数 加 群 ， 在 
用 J 时 ,因为 在 7s 中 十 1= 一 4, 疏 甸 = 一 中， 故 Co(K; aa) 实 
际 是 从 无 向 单 形 而 得 到 的 链 群 。 我 们 把 Ho(K;J), Ha(K; Jy)， 
与 五 。( 玉 ; 五 ) 分 别 叫 作 整 同调 群 、 模 2 同调 群 与 有 理 同调 群 . 

把 系数 群 7 改 成 其 他 的 交换 群 G 的 这 种 推广 , 并非 只 是 形式 
的 , 而 有 其 实际 意义 ; 例如 上 文 已 多 提 到 J/ 的 几何 意义 . 男 一 - 方 
面 , 可 以 证 明 ， 厅 a(K) 与 群 G 完 全 确定 瑟 ((K; GQ), 因而 系 
数 群 / 特别 重要 ， 
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3. 复 形 的 连通 分 支 . 需 维 同调 群 的 结构 

本 节 指 出 堆 锥 同调 群 的 几何 意义 与 结构 . 本 节 需 要 附录 了 82 
中 有 关 址 和 的 部 分 的 知识 . 

象 在 $8 中 定义 拓扑 空 闻 的 连通 性 和 连通 分 支 一 梓 , 我 们 
可 以 定义 复 形 色 ( 单 形 的 集合 ) ， 复 形 五 吓 作 连通 的 , 如 末 它 不 
是 两 个 非 空 的 、 不 相交 的 子 复 有 形 的 并 集 ; 如 果 复 形 五 的 一 个 子 复 
形 世 是 最 大 的 连通 子 复 形 ( 序 世 许 连 通 , 井 且 又 不 是 怀 的 另 一 连 
遂 的 子 复 形 的 鞭子 复 形 ), 它 就 叫 作 五 的 一 个 连通 分 支 。 留 给 藤 
者 证 明 : 

1) 一 个 复 形 及 连通 的 充 要 条 件 是 : 对 于 上 的 任意 号 个 着 
点 & 与 0, 存在 它 的 一 序列 的 预 点 

C0 一 Qi a 011, ==b, 
使 得 (wi,， ai+!) 都 是 它 的 一 稚 单 形 , i 二 0, 1, …, g 一 1; 

2) 任意 一 个 复 形 可 分 解 应 (有 有限) 个 连通 分 支 1, 攻 ，。,…， 
Kn, 而且 是 这 些 分 支 的 并 集 ，( 习 题 .) 从 2) 立刻 知道 : 多 面体 
| 牙 | 的 全 体 连 通 分 支 恰 是 |Ki|, | Ks|, …, |Kal. 

发 复 形 玉 可 分 解 为 个 连通 分 支 及: $=1, 2,…, 上 且 . 根据 
同调 群 的 定义 与 群 的 直 和 分 解 的 定义 B2.1, 显然 有 

CK; OG)=0O(Ki; GO) +Od(Ks; GD) 十 … 十 Oo; 9). 

我 们 已 经 有 了 By(K; G) 与 Bu(Ki; G0); 我 们 更 在 要 证 明 

B,(K; G)=B (Ki1;G)+B A K,; G+:…+Ba(Ke; G). 

即 要 证 明 每 一 元 素 b,€ Bo(K; G) 有 唯一 的 表示 : 
b=0b1+ 62+ +0L, WEB(K':; G). 
事实 上 , 设 6 一 02g4i, Wari1 EQqri(K; G). 因为 Col(K; 9) 的 站 
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和 和 分解 ， rol 有 有 众 一 的 溢 示 : 
Var1— Vari wt, 
其 中 wor1 EOon(Ki; G). 因此 
bg— Orgri— ovri Or ri Or. (1) 
因为 ,是 复 形 而 且 是 及 的 不 同 的 连通 分 支 , 故 6vin 在 Ki 上 ， 
0 且 是 一 个 边 稳 链 扣 EBa(Ki; G)， 双 因为 K; 是 的 不 同 的 连 
通 分 支 , 式 () 所 和 给 出 的 2 的 吉 示 就 是 唯一 的 表示 . 
同 柱 地 ,对 于 已 经 有 了 的 bo(K 3; Q) 与 Zo(K;; G) ,要 证 明 
LalK; G)=ZLa Ki1; G)+ZLa( kK 他) 二 -二 Zl Ke; OG). 
同样 地 , 识 &% 是 Zo( 及 ; G) 的 任 -一 元 素 ， 因 为 Cua( 民 ; 6) 的 
站 和 分 解 , 有 唯一 的 表示 : 
2 一 如 十 过 十 十 2l， 
其 中 “EO0r(K;; G). bze=0 攻 注 
0 一 Do 十 0 十 … 填 Do 
因为 复 形 大 ;是 玉 的 不 同 的 连通 分 支 , 故 6o 在 天 ,上 ,而 且 
902 一 0. 于 是 GEZo(K5 G) .这 就 证 有 明了 我 们 所 要 证 的 . 
根据 证 明了 的 Zeok& ; 9) 与 Be(K; 9G) 的 直 和 分解, 以 及 命题 
B 2.4, 我 们 有 下 述 定 理 . 
3.1 定理 ”如 果 复 形 K 分 解 为 个 连通 分 支 KK;, i==1, 2， 
… 上 , 则 大 的 以 交换 群 G 为 对 数 群 的 同调 群 是 天 ;的 以 G 为 系 
数 群 的 同调 群 的 下 和 和: 
HaAK;G)=Ha(K1; G)+HaA(K2; G0) t+ Ha Kn; 0G). 1 


在 定义 复 形 玉 的 有 向 单 形 的 基本 粗 {s8} 时 ,我 们 特别 规定 了 
取 秆 锥 有 向 单 形 
= 二 $=1, 2,……, Qo, 


这 里 是 KK 的 大 点 . 这 个 规定 使 我 们 能 够 引进 圭 共 人 链 roE 
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Co (KK ;G) 的 指数 这 一 个 重要 概念 . 
00 一 910 TI90 十 …… 十 guco， gEG., 
我 们 命 
In (2o0) 一 9a 十 9a3 十 … 十 gu 

把 它 吓 作 wo 的 指数 . 显然 有 

ln (vot yo) =In (2%) + Tn(yo); 
这 就 是 说 ,指数 运算 是 一 个 同 态 

lIn: Oo(K;G) ~—>G. 

它 显然 是 一 个 满 同 态 . 

3.2 命题 需 锥 链 zo~0 条 钵 In(co) =0, 即 Bo(K; G)CIn 
核 . 

证 明 设 wo 一 0m1, wi 一 gi81 十 923 二 "十 guiSu， V1EOICK:; 
G)， 因 为 In 是 如 性 的 ， 故 先 考 虑 In6(g#8i) 一 9:ln(99).， 因为 
ln(9si) 一 0, 本 命题 成 立 ，] 

3.3 命题 说 复 形 天 是 连通 的 ， 零 维 链 z~ 0 的 一 个 充 要 
条 件 是 In(wo) 一 0. 因而 互 o( 天 ;00 之 G. 

证 明 必要 性 已 在 命题 3.2 中 证 明了 . 现在 证 充分 性 ,证 
zo=gi01 二 gq 十 … 二 gan”， 且 In (wo) 0， 因为 及 连通 ,对 于 每 
一 个 顶点 4', 1, 天 上 存 在 一 个 一 稚 链 yi 〈 即 有 向 折 禾 ), 使 得 
9yi 一 QI 一 0', 即 aa 更 在 

Zoo 十 9(91 十 9 十 十 gu) =In(ro)e =0. 
这 就 证 明了 充分 性 . 
In: Oo(K; G)=Z0(K;G)—0G. 
因为 in 是 满 同 态 , In 人 象 =G; 因为 上 文 了 了 证明 的 结果 , In 核 
一 Bo(K; G) .根据 命题 BB1.10, 得 Ho(K; G0)~G. 1】 


至 由 
Ke 


iw 
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这 使 我 们 能 把 定理 3.1 中 关于 雳 狂 同 翻 群 的 结论 更 加 明确 
化 ,而 得 到 下 过 定理 : 
\ 3.4 定理 ”如 有 果 复 形 KK 可 分 解 为 Ro 个 连通 分 支 ， 划 堆 锥 同 
调 群 Ho(K; 9) 是 已 个 群 从 的 直 和 .了 


习 ”是 
就 证 本 节 开 始 时 关于 复 形 的 连通 性 与 巡 通 分 支 的 两 个 命题 . 


4. 几 个 简单 的 复 形 的 同调 群 . 假 流 形 


在 本 市 中 我 们 答 出 复 形 的 几 个 简单 例子 . 从 它 们 的 几何 性 质 
发 , 先 计算 同调 类 , 然后 得 到 同调 群 。 在 下 面 的 例子 中 , 读者 应 
先 彻 底 理解 G 一 J/ 这 重要 的 情形 ,其 次 G=./。 节 后 任意 的 G. 
前 四 个 例子 中 的 复 形 是 二 蕉 的 ,后 三 个 中 的 是 %% 维 的 . 
假 流 形 是 一 种 特殊 的 复 形 . 前 六 个 例子 中 的 复 形 部 是 假 流 形 
的 特例 . 


例 4.41 平 环 的 一 个 单 祁 浏 分 了 见 图 6. 复 形 瓦 也 可 以 看 作 由 图 7 给 出 
的 ,或 者 出 迭 合 图 8 中 长 方形 域 的 两 条 边 aa4 而 得 到 的 .上 具有 (ao 一 )6 个 
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:9 人 仔 4 
2 a3 al 
图 8 


顶点 ， (ad 一 ) 姜 条 楼 与 (as 一 )6 个 三 角形 ， 图 中 的 箭头 给 出 了 有 向 单 形 的 一 
个 基本 租 1sf}. 图 6 中 天 的 单 形 有 下 述 性 质 : 
1) 在 内 图 周 或 外 阅 周 上 的 每 一 条 有 向 楼 恰 是 一 个 有 向 三 角形 的 顺 向 


吾 


2) 其 他 的 每 一 条 有 辕 校 5 呈 作 “中 间 枝 ”> 恰 是 两 个 三 角形 的 公共 面 ; 而 
契 一 个 有 向 三 角形 的 硕 向 面 ,一 个 有 向 三 角形 的 逆向 面 ; 
3) 每 两 个 三 角形 3 与 $3 可 用 一 申 的 互相 间 隅 的 三 角形 与 楼 连接 起 来 : 
S81, 81, 82, 82, ***, SKE, Si, 83, 
其 中 时 是 时 与 是 1 的 公共 楼 , 1<i<b, 而 且 引 是 骂 与 53 的 公共 述 . 
先 计算 五 ,( 玉 ; G). 设 纹 是 下 的 一 个 二 稚 胃 链 : 9z,=0. 把 2zs 看 作 是 
sl 的 以 G 的 元 素 为 系数 的 线性 租 合 。0zs 二 0 就 是 就 :每 一 个 革 在 9zs 中 出 现 
的 柔 数 是 等 ; 为 简单 起 见 , 我 们 襄 每 一 个 st 在 2zs 中 岂 现 才 次 或 不 出 现 . 现 
在 设 一 个 有 辐 三 角形 引 , 例如 aa4al, 在 2 中 出 更 的 次 数 是 9(EG) . 因为 
Olasatal) 一 Q4CIT 十 ……， Da3c104) =—ala4 + .…, 
又 因为 性 质 2), 有 向 三 角形 aaala4 也 必须 在 2 中 出 现 9g 次 ,才能 使 得 mia! 在 
2zs 中 不 出 更 .因为 性 质 3), 每 一 个 5t 必须 在 zs 中 出 现 9 次 ， 因 此 ,如 果 把 


整数 链 总 吕 记 作 避 ; 


则 

2zo 一 IC8 。 
现在 再 命 内 圆周 上 的 引 的 和 为 z1, 外 圆周 上 的 8} 的 和 为 名， 因为 性 质 1)， 
22=95 TI2 因而 22 一 0 夭 锋 9g=0，2=0. 这 就 证 明了 下 上 的 唯一 的 二 
夏 闭 链 是 22=0, 序 Hs(K; G)=0. 
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再 计算 H1(K; G) ， 上 面 的 讨 划 已 输 出 整数 链 吗 的 边 移 

O00 =21 十 2 . 
容易 否 出 为 与 2 都 是 整数 团 链 ; 故 
A1~ 一 2 » 

部 2 与 一 属于 同一 个 整 辣 调 类 . 

更 在 首先 证 明 : (i) 任 一 个 以 G 为 系数 群 的 一 稚 于 链 2 都 与 一 个 92 属 
于 同一 个 闻 调 类 , 汶 里 的 9 由 24 唯一 地 决定 . 设 外 阅 周 上 一 条 楼 在 21 中 出 
现 ,例如 红 =9'@l@2? 十 … .因为 性 质 1), 这 条 棱 古 唯一 的 一 个 有 加 三 角形 宫 
的 硕 向 画 。 例如 棱 ate? 是 asala2 的 顺 向 面 时 ， 作 于 链 2 一 9 Dasalte2 ) 一 3。 
对 地 在 如 中 出 现 的 外 阅 局 上 的 每 一 条 棱 我 们 都 如 此 处 理 , 就 得 到 一 个 一 稚 团 
链 :| ~ 2 在 车 中 外 图 周 上 的 任 一 条 棱 都 不 出 现 ， 如 果 在 车 中 出 现 “ 对 角 ” 
楼 asce?, 我 们 也 可 以 间 样 地 用 十 afa5 -Fasa? 替代 它 . 这样 地 疹 去 ?1 中 低 体 对 
角楼 之 后 ,结果 是 一 个 一 稚 键 有; 它 不 含有 外 图 周 上 的 校 , 不 含有 对 角 校 , 而 
旦 是 与 21 间 调 的 表 链 .现在 要 证 学 只 含有 内 圆周 上 的 楼 ,不 含有 “辐射 ” 枝 ， 
例如 asa?. 事实 上 ,因为 巡 是 闭 链 ,顶点 吧 不 能 在 2 好 中 出 现 ;又 因为 除 g542 
之 外 ， 尝 不 含有 别 个 以 吗 为 顶点 的 校 ;所 以 校 aia2 不 在 34 中 出 现 ， 这 就 是 
襄 阁 完全 在 内 图 周 上 ， 因 为 2 是 表 链 , 内 圈 周 上 的 每 一 条 校 在 和 中 出 现 的 
次 数 必 相同 ; 即 


f=gs， gEG. 

再 证 明 : Gi) 如 果 1 天 9 则 9181 与 9221 不 同调 ; 换血 话 膏 ， 如 果 
(1— 9)8 =941~0, gi 一 gs 二 9 一 0. 变 941 二 C002, 是 一 个 二 维 链 ， 因为 
性 质 1), 以 内 圆周 上 的 一 条 楼 为 面 的 中 必 在 os 中 出 现 9 次 ;因为 2cs 中 不 合 
有 中 国 棱 . 其 他 的 5 也 必 在 o 中 出 更 gg 次， 所 以 6@ 必 是 9c2, 因而 0c; 二 
92 十 937 .但 我 们 的 假设 是 921 一 2c， 所 以 9g 一 0. 

以 上 证 明了 的 GD 是 褒 , gz1 的 同 诗 类 ,9EG， 答 出 五 的 全 体 一 维 癌 调 
类 ，( 让 ) 是 讼 ,921 的 间 调 类 =02i 的 同调 类 , 当 而 且 只 当 g=9'; 特别 地 , 924 
的 同调 类 是 B1CK; G)， 当 而 且 只 当 9=0. 所 以 Hi(K ;GG@) 完 G. 

最 后 , Hol(K; G) 守 G, 从 定理 3.4. 

等 到 将 来 证 明了 HiCK; G0) 是 拓扑 不 变性 时 ， 这 里 证 明了 的 Hi(K; J) 
JJ 就 是 说 : 下 环 中 的 任 一 有 向 散曲 线 ( 不 仅 是 上 六 中 的 肛 链 3) 必 与 到/ 次 
的 有 向 的 内 移 周 共同 作成 平 环 上 的 一 个 有 向 区 域 的 边界 .在 环 的 这 个 几何 
性 质 在 数学 分 析 与 复 弯 殴 数 葵 中 是 和 常用 到 的 . 
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附 所 在 永明 Ti(KE;G) 一 G 的 时 候 , 我 们 重复 地 用 了 一 个 方法 : 把 楼 
qla2 用 链 altos 十 a5a2 蒋 换 ,把 楼 waz 用 链 atas + aa2 蔡 换 等 ， 这 方法 以 后 党 
用 ;为 方便 起 网 ,我 们 把 它 叫 作 挤 到 边 上 去 的 方法 . 


例 4.23 M6bius 带 是 由 迭 合 图 9 中 长 方形 域 的 两 条 边 4B 而 得 到 的 。 


它 有 内 一 个 单 者 部 分 见 图 10 (注意 与 图 8 的 区 别 1)。 复 形 共有 (ao 一 )6 
个 顶点 ，,，(Q1 一 )12 条 楼 与 (as=)6 个 三 角形 , 图 中 箭头 和 给 出 了 五 的 有 向 单 形 


的 一 个 基本 组 {s“}. 
5 os al 
28 ot 
10 


Fons 
| 


用 名 表示 全 体 旨 的 和 , c1 表示 底 边 上 的 全 体 让 的 和 , ol 雪 示 顶 边 上 的 

全 体 时 的 和 ; 命 有 1 二 4 十 Qa1, 2 二 01 十 dsal .然后 有 整数 链 
0 一 C1 十 C1 十 2ata1l 一 2g1 十 7. 

容易 知道 : 外 不 是 整数 姥 链 , 也 不 是 整数 模 p( 宇 2) 朋 链 ; 而 且 1 ,加 , 01 十 9 
潮 是 整数 表 链 . 

象 在 例 4.1 中 一 样 ,容易 证 明 H2(K; G) 一 0 Ho(K; G) 洁 G. 

还 待 计算 的 是 HC(K; G) ， 从 过， 我 们 巨 轻 知道 整数 链 

加 ~~ 一 21， 

设 纪 是 任 一 以 G6 为 系数 群 的 一 维 团 链 , 2siz=0， 象 在 例 4.1 中 一 - 样 用 挤 到 
边 上 法 的 方法 . 如 果 顶 边 上 的 一 条 棱 引 在 3 中 出 现 ， 划 可 以 把 它 蔡 换 成 一 
条 对 角 棱 与 一 条 芭 棱 ; 例如 可 以 用 asal+ altat 替换 ws5a4， 这 样 地 就 可 以 从 2 
得 到 一 个 链 有, 它 不 含有 项 边 上 的 楼 ,而 且 是 与 2 同调 的 于 链 ， 然 后 再 把 寻 
中 可 能 出 现 的 对 角 棱 替换 成 紧 棱 与 底 边 上 的 棱 ， 得 到 一 个 与 2 同调 的 朋 链 
和 .了 它 只 含有 坚 棱 与 医 边 上 的 棱 . 因为 2 对 =0， 用 例 4.1 中 同样 的 论证 ,22 
不 可 能 合 有 又 楼 asa2 或 ata3; 如 果 堂 含有 一 条 底 棱 g 次 , 它 就 必 含 有 gy; 
而 且 有 一 ga 不 可 能 合 有 层 棱 atat, 因而 如 =gz; .这 就 证 明了 31 ~ 131, 
96G， 最 后 , 象 在 例 4.1 中 一 样 , 92; ~0 藉 玫 9g=0， 因 而 万;( 瓦 ; OG, 
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例 4.3 环 面 是 由 和 迭 合 图 并 中 长 方形 域 的 左右 两 边 4 妃 与 4'B', 与 逃 
合 底 顶 两 边 44' 与 BB' 而 得 到 的 . 它 的 一 个 单条 剂 分 下 见 图 12， 复 形 开 
共有 (am 一 )9 个 顶点 , (ai=)27 条 楼 ,与 (as 一 )18 个 三 角形 ， 把 在 长 方形 的 
边 上 的 棱 叫 作 边 炉 棱 , 其 他 的 叫 作 中 间 棱 .把 中 间 棱 又 分 成 横 棱 、 坚 楼 与 对 


角楼 三 种 .图 12 中 的 箭头 给 出 了 《sy . 
B’ 


A A' 
图 11 22 - 


用 癌 表示 全体 二 维 有 向 单 形 持 的 和 ;, 象 在 例 4.1 中 一 样 ,我 们 能 证 好 是 
二 灯 束 数 困 链 ,而 且 HK;O) GG. 当然 ,已 o( 下 :GD) 入 他 . 

用 5 表示 左边 上 的 (也 就 是 右边 上 的 ) 三 条 有 向 棱 s 的 和 , 21 表示 底 边 
上 的 (也 就 是 顶 边 上 的 ) 三 条 有 出 棱 的 和 .它们 都 是 一 - 维 整 数 闭 链 ， 我 们 要 
恋 的 1( 下 3G) 入 直 和 GT+TG 是 下 面 两 个 事实 的 推 葵 . 

(1) 任 一 以 6G 为 系数 群 的 一 稚 团 链 一 9 2 +T9 9 9”" <EG， 首先 我 
们 证 明 2 有 一 个 同调 的 、 只 含有 边 芒 棱 的 一 礁 链 . 如 果 于 含有 一 条 中 间 的 
骏 棒 或 对 角楼 ， 用 例 4. 工 中 挤 到 边 上 去 的 方法 ; 加 上 这 棱 的 左 邻 三 角形 的 边 
纤 链 之 后 , 这 楼 就 用 这 三 角形 的 其 他 两 棱 蔡 换 了 ; 如 果 有 含有 一 条 中 关 的 权 
棱 , 旭 这 条 横 棱 的 直线 上 三 条 横 校 必 在 2 中 出 现 同 样 的 欢 数 9. 因为 这 三 条 
横 楼 之 和 的 9 倍 ~921， 故 叉 可 以 用 921 蔡 换 ， 竹 过 有 限 欢 痊 换 之 后 ,我 们 得 
到 一 个 与 如 辐 调 的 键 4, 它 只 售 有 边 稀 校 . 其 欢 ;, 因 为 车 是 轩 链 ,31 必须 是 
g'31 十 9 21 ， 

Gi 9' 十 go 一 0 二 9 一 多 天 0， 这 里 的 假 屋 夭 萄 存在 一 个 二 维 链 o， 使 
得 2cs=92+9 2 因为 acs 中 中 闻 梯 不 出 现 , 所 以 co 二 9 但 2 一 929 一 
0, 故 9 和 十 加 3 一 0. 因为 中 有 楼 不 在 2 中 , 并且 地 中 有 读 不 在 z 中, 政 
= 二 


例 4.4 射影 平面 是 由 迭 合 圆 域 的 对 径 边 界 点 而 得 到 的 , 它 的 一 个 单 生 
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出 分 及 遇 图 13. 复 形 下 共有 (ao=)6 个 顶点 , 《a1 一)15 条 楼 ,与 (ws 一 )10 
个 三 角形 ， 把 边界 图 周 上 的 棱 则 作 边 类 楼 ,其 他 的 酚 叫 作 中 间 栈 。 图 中 第 头 
和 给 出 了 4s8} ， 


用 中 表示 全 体 引 的 和 ,用 询 表示 aez+a2zas+asal. 容易 看 出 : 这 两 条 

整数 链 的 边缘 链 是 
2c 一 2 小 ， 2 好 一 0. 

现在 算 瑟 (KK;G). 设 2 是 任 一 以 G 为 系数 群 的 二 稚 开 链 . 因为 6 不 
含有 中 间 棱 , 故 2 必 是 9c8; 又 因为 06s 一 909 一 2g9%H， 天 29==0, 即 9 €2G 
[ 见 附 洒 B§1.1 例 1.1 让 )], 于 是 五 (KK; G) 导 a6. 特别 有 Hs(K; J)=0; 
HelK; J,) 2; BH,(K; J 0)=0, 这 里 02 是 大 于 2 的 素数 ， 

再 算 Hi1C(K;G). 首先 , 设 和 是 任 一 以 G 为 系数 群 的 一 稚 于 链 ， 象 在 例 
4.1 中 一 样 用 挤 到 边 上 去 的 方法 ， 可 以 把 z1 中 出 现 的 中 间 棱 挤 到 边 乡 楼 上 
去 ,因而 得 2 一 9%4 .其 次 ,如 果 g23~0, 旧 存 在 9' EG 使 得 9 二 29', 即 g € 2G. 
事实 上 , 929~0 著 泣 存在 cs 使 得 92 二 9c，。. 因为 6c 不 含有 中 间 楼 ; 6 必 
二 9'G, 9 EG; 又 因为 99=29 吧 =292， 故 9 一 29 . 最后, 映射 9~>《92 的 
同调 类 ) 是 G 到 Hi(K; G) 的 一 个 满 同 态 ， 它 的 楼 是 2G; 于 是 H1(K; G) 一 
G/2G = 一 Gs. 特别 有 Hi; J) 必 Jy; HI(K; J9) 守 Jo; Hi(K; Jj) 一 0, 对 于 
大 于 2 的 素数 p. 

Ho(K;G) 当然 二 G. 


例 生 .5 nn(>>0) 稚 单 形 s* 的 并 包 复 形 Cl sr 是 一 个 效 礁 复 形 。 为 简单 起 
几 ， 把 它 记 作 s*。 屋 单 形 s* 的 顶点 是 so, al, …， a"。 把 s* 的 与 a? 相对 的 
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nn 一 1 稚 面 记 作 g”-1. 

设 zo 是 复 形 s" 的 任 一 以 G 为 系数 群 的 4 维 开 链 , 0 天 4<9， 首 先 , 我 们 
能 求 得 一 个 与 ze 同调 的 姑 幼 芭 , 它 不 含有 复 形 8*-1 的 任 一 q 稚 有 向 单 形 . 
例如 ,如 果 这 样 的 一 个 有 向 单 形 sf 在 si 中 出 现 g 次 ,gEG, 则 从 ao 减 去 
gas+ , 旺 +1 二 aosf ， 就 得 到 一 个 与 v6 同调 的 明 链 , 它 不 含有 5 ， 这 仍然 是 例 
4.1 中 撞 到 边 上 去 的 方法 ， 我 们 如 此 依次 把 sq 中 的 8""! 上 的 4 稚 有 向 单 形 
消去 ,就 得 到 所 求 的 区 ,其 中 出 现 的 每 一 个 & 维 有 向 单 形 都 以 四 为 一 个 项 
点 .其 次 ,我 们 褒 =0。 事实 上 ,如 果 一 个 g 共有 向 单 形 强 一 ao- 在 2 中 
出 现 9 次, 卓 复 形 s"-1 上 的 84! 也 在 32z 中 出 现 9 次 ; 因为 在 2 中 出 现 的、 
以 ao 为 一 个 顶点 与 以 强 为 一 个 4 一 1 其 面 的 gq 稚 有 疝 单 形 只 是 这 个 强 . 
又 因为 62 二 0, 所 以 g=0, 郎 引 不 在 2 中 出 现 ， 这 就 莉 明 了 复 形 s* 上 每 一 
个 4 稚 朋 链 都 是 零 调 链 0<g<=n; 即 Hg(s8'; G)==0, 0<g<n. 

显然 还 有 Ho(s"; 6G) 心 G, HCs"; G) 一 0， 

0 共 单 形 显 然 只 有 Ho(s?; G9 心 G. 


例 4.6 m (>0) 锥 球 5* 是 同 胚 于 ?+ 工程 单 形 2 的 边 糙 复 形 的 多 面体 
1 加 ?1 的 空间 ， 取 六 ?人 为 57 的 单纯 前 分 ， 
根据 例 4.5,， 复 形 $1+1 上 的 一 个 以 G 为 系数 群 的 g 维 开 链 2 在 复 形 31+1 
上 笼 铀 , 朗 是 复 形 84+1 上 的 一 个 4 十 上 和 维 链 cas 的 边 称 : 
sg 一 Ocg+1;y co 在 si1 上 上 , 0<g<n+l1, 
从 这 个 基本 事实 出 发 ,我 们 来 涝 碟 下 列 两 个 情形 . 
如 果 0<g<n, 则 car 也 在 坚 红 上 ， 即 
2g~0， 在 +11 上 , 0<g<n.。 
这 就 是 殉 ，Ha(8"t1; GQ) = 二 0, 0 天 9 二 中 。 
识 gq 二 n。. 首先 因为 s"t1 这 有 测 单 形 是 复 形 s"+1 上 的 唯一 的 一 个 9 十 工 
礁 的 有 向 单 形 , 则 复 形 s"+1 上 的 任 一 2 十 上 和 维 链 必 是 
Cui 一 gs gEG. 
所 以 从 上 述 基 本 事实 ， 
2n=Ocn+1=908"t!, gEG; 
郎 复 形 8*+1 上 的 住 一 以 G 为 柔 数 群 的 % 稚 表 链 z 必 是 90s"+1, 9€E G。 其 次 ， 
因为 复 形 名 +:1 只 是 nn 礁 的 复 形 , 90s"+1 在 511 上 上当 调 忒 涵 990s"11==0 或 
g 二 0. 这 就 证 明了 H,(8"11; G) 心 G， 
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例 4.7 色 形 设 玉 是 一 个 % 稚 的 复 形 ,而 且 它 的 项 点 天 VY (定义 1.14) 
的 顶点 与 4 维 音 形 分 别 是 
el, 4 一 3，…) ao, 
站， “一 荆 ， 2,…， CO 
这 里 9=0, 1,…, n, 而 且 引 =e， 现 在 我 们 从 了 来 作 一 个 新 顶点 表 产 :F 的 
顶点 比 开 的 恰 多 一 个 新 顶点 e; 六 有 g++1 稚 单 形 
et = fe, eio, Oh, ,+., Cia}, 
当 而 且 仅 当 普 有 4 条 单 形 如 ={e", en,…, en} ， 容 易 验 证 六 确 是 一 个 顶点 
央 .( 复 习题 .) 如 果 把 7 简写 为 了 = 伺 }, 有 了 也 同样 地 可 写 为 
V=eU {WH} U 《et 
而 且 明 显 地 , 攻 2F .我 们 把 了 时 作 以 e 为 项、 以 了 为 底 的 锥 形 . 
同样 地 ， 如 果 n+1 稚 的 复 形 匠 有 一 个 % 稚 的 子 复 形 下 , 它们 同时 分 别 
是 区 与 二 的 几何 实现 ,而 且 天 的 杆 点 & 在 这 几何 实现 中 与 六 的 顶点 e。 对 应， 
下 就 是 作 以 & 为 项 以 下 为 底 的 锥 形 ( 彦 看 推论 1 9.8 后 )， 留 给 芒 者 永明 ， 
对 于 任意 的 稚 复 形 K， 
HR; GG, HlR;G)=0, 0<g<n+l, 
(习题 6) . 


假 流 形 


在 说 明了 这 些 例子 之 后 ， 我 们 要 讨论 一 类 重要 的 特殊 复 形 
一 假 流 形 ， 它 一 方面 概括 了 前 六 个 例子 中 的 复 形 的 一 些 共同 性 
质 , 另 一 方面 也 为 将 来 讨论 更 重要 的 “ 流 形 ” 作 准备 . 

4.1 定义 ”具有 下 议 性 质 的 一 个 n( 之 1) 亲 的 复 形 叫 作 一 个 n 
灼 的 并 假 流 形 : 

1) 它 的 每 一 个 单 形 是 它 的 至 少 一 个 % 灯 单 形 的 面 ; 

2) 它 的 每 一 个 n 一 1 稚 单 形 恰 是 它 的 两 个 条 意 形 的 面 ; 

3) 对 于 它 的 任 两 个 % 稚 单 形 训 与 *, 存在 着 它 的 一 串 互 相 
几 隐 的 % 鹤 单 形 与 nn 一 1 条 单 形 : 


a 下 -一 二 all hn—1 n .有一 
31, S81 “ ，S2， S2 ,''*, $i, Sk ， 3 


114 第 三 斧 。 单 禹 复合 形 及 其 同 齐 群 
其 中 sf 是 与 81 的 公共 面 , 1sS3<A ,而 且 8 是 哆 与 8 的 
面 . 

这 三 个 性 质 分 别 吓 作 于 假 流 形 的 纯粹 性 、 无 分 支 性 与 强 建 通 
性 . 中 的 一 中 2 狼 瑟 7 一 上 和 维 单 形 是 通常 的 折 料 的 推广 , 吓 作 加 
接 31 与 2 的 一 条 寻 维 折线 . 

设 衣 是 一 个 % 稚 的 办 假 流 形 . 任意 地 答 定 开 的 全 体 ?2 维 单 
形 的 定向 ,就 得 到 一 组 有 向 单 形 8 ,$j 一 1，2,…, ow， 如 果 以 有 一 
组 2 稚 的 有 向 单 形 {st}, 使 得 它 的 每 一 个 任意 定向 的 % 一 1 稚 单 
形 剖 是 这 炎 中 一 个 % 稚 单 形 的 顺 向 面 、 另 一 个 的 和 逆向 面 ,我 们 就 说 
M 是 能 定向 的 . 这 时 候 我 们 还 说 这 一 租 {全 是 用 的 一 个 定向 ,这 
一 租 中 每 两 个 单 形 的 定向 是 协 合 的 . 如 果 以 无 这 样 的 一 租 , 我 们 
就 说 扩 不 能 定向 . 

一 维 的 财 假 流 形 是 一 条 简单 的 于 折线 . 例 4.3 中 的 环 面 与 例 
4.6 中 的 锥 球 的 单纯 前 分 是 能 定向 的 于 假 流 形 , 例 4.4 中 的 射 
& 直 面 的 单纯 放 分 是 不 能 定向 的 于 假 流 形 . 

如 宁 一 租 {sf} 是 能 定向 的 到 的 一 个 定向 , 则 容易 看 出 {一 3} 
也 是 太 的 一 个 定向 ,而 且 大 无 其 他 的 定向 这 两 个 定向 吓 作 好 7 
的 相反 的 定向 指定 了 能 定向 的 好 的 一 个 定 和 岛 时 ， 我 们 就 说 用 
有 向 . 能 定向 的 有 MH 的 一 个 定向 fs 和 共 出 一 个 阴 链 sr, 叫 作 峻 
的 一 个 基本 并 链 , 也 叫 作 1f 的 一 个 定向 链 . 

用 例子 中 用 过 儿 次 的 方法 ,容易 证 明 下 述 定 理 : 

4.2 定理 设 履 是 久 稚 的 阴 假 流 形 . 如 果 有 玉 能 定向 ， 则 
已 Ci G) 二 G 因而 也 有 及 .《M; J3) 守 J，， 如 果 必 不 能 定向 ， 
则 及, (以; G) 之 sG ,特别 有 及,(M; 7)=0, 万 (Ni ] 

我 们 将 来 要 证 明 , 复 形 的 猴 数 与 同调 群 都 是 拓扑 不 变量 ， 然 后 从 下 一 个 


负 5 理 D 氛 推出 ; 条 贱 是 人; rE 5) 了 所 x 用 是- 后 起 不 变 : PE, 
和 .3 定理 2 稚 的 天 假 流 形 开 的 一 个 性 质 等 价 于 下 面 -- 相 人 性质: 有 全 
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流 形 的 前 两 个 性 质 与 H, CM;Js) 人 oa 

证 有 明 本 定理 的 一 全 巳 释 在 上 面 的 定理 中 证 明 过 了 .更 在 还 要 证 明 的 
是 : 如果 一 个 复 形 下 具有 闭 假 流 形 的 前 两 个 性 质 , 而 且 HM; V2) 污 J9， 则 
五 也 具有 了 并 假 流 形 的 第 三 个 性 质 , 强 连 通 性 , 朗 KK 是 并 假 流 形 . 事实 上 , 设 
取 定 了 大 的 一 个 % 稚 单 形 8， 设 3" 是 的 一 个 % 稚 单 形 ; 而 且 对 于 多 与 
s" 存在 天 下 的 一 条 nn 稚 折 米 .全体 这 样 的 8’ 与 它们 的 面 形成 玉 的 一 个 和 
复 形 , 记 作 Ki; 而 且 公 体 这 样 的 8" 之 和 是 天 上 的 一 个 % 稚 的 模 2 链 co。. 从 
Ki 的 定义 可 知 , 如果 对 属于 Ki, 而 且 s' 的 一 个 4 一 1 稚 面 是 玉 的 男 一 个 ?% 
锥 年 形 的 面 , 则 这 另 一 个 % 稚 单 形 也 属于 下 1， 所 以 根据 的 性 质 2), 1 也 
有 性 质 2). 因而 c 是 模 2 天 链 。 如 果 外! 不 是 五 ， 则 同样 地 可 得 到 五 上 的 
另 一 个 * 蕉 模 2 开 链 ,因而 不 能 有 瑟 ,( 开 jya) 人 va， 这 与 假 惟 矛盾, 所 以 人 
就 是 下 , 即 五 有 强 过 通 性 ，] 

4. 生 定义 ” 带 边 夭 的 假 流 形 ”如 果 一 个 ! 稚 的 复 形 具 有 并 假 流 形 的 性 
质 1) 与 3)， 而 且 具 有 下 述 的 性 质 , 则 它 吓 作 一 个 ” 蕉 的 带 边 称 的 假 流 形 : 

2 ) 它 的 每 一 个 % 一 1 推 单 形 至 多 是 它 的 两 个 %* 姥 单 形 的 面 ,而 且 至 少 它 
的 一 个 一 1 条 单 形 只 是 它 的 一 个 % 稚 单 形 的 面 . 

设 站 是 一 个 1 条 的 带 边 络 的 假 流 形 ， 非 两 个 % 稚 单 形 的 公共 面 的 % 一 1 
稚 单 形 全 体 , 以 及 它们 的 面 形成 用 的 一 个 子 复 形 , 叶 作 履 的 边缘 . 不 在 边 
给 上 的 单 形 吓 作 于 的 中 间 单 形 . 任意 地 和 共 定 必 的 全 体 %* 条 单 形 的 定 册 ,就 
得 到 以 的 一 粗 有 向 单 形 {s 中 ,14,2,…, ag. 和 如果 民 有 一 租 % 稚 的 有 向 单 
形 1s 修 ,使 得 它 的 每 一 个 任意 定向 的 % 一 1 稚 中 间 单 形 都 是 汶 租 中 一 个 % 姥 
单 形 的 碟 同 面 、 另 一 个 的 道 向 面 ,我 们 就 说 性 是 能 定向 的 ; 否则 讼 履 是 不 能 
定向 的 . 

例 4. 工 中 的 平 环 与 例 4.2 中 的 Mébius 带 的 单纯 齐 分 分 别 是 能 定向 的 与 
不 能 定向 的 带 边 乡 的 假 流 形 . 


=- 太 
习 


1. 发 空间 中 有 (>>2) 条 简单 阴 曲 线 , 它们 都 通过 同一 个 点 4, 而 且 每 
两 条 都 无 其 他 的 交点 . 斌 把 这 图 形 剖 分 成 一 稚 复 形 及 ,并 求 KK 的 同调 群 ， 

2. 设 罕 关中 有 和 (2) 和 条 简单 于 曲 线 C1 C2,…， Co 其 中 Ci 只 与 
Ci 六 风 一 二 恰 有 一 交点 4;, 而 且 Ci 与 0;Cj 季 i 一 4, 1+1) 都 泡 交 点 ， 
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斌 把 这 图 形 前 分 成 一 维 复 形 乓 ， 拭 求 五 的 同调 竹 ， 

3. 斌 二: Mipius 带 与 平 环 虽 然 有 相同 的 同调 群 , 但 它们 不 同 且 ， 

4.。 屋 平面 于 的 图 域 的 圆心 是 0， 而 且 径 是 任 一 正 整 数 之 2. 和 烧 (0 的 、 和 经 
过 驱 度 2z/m 的 旋转 把 这 略 域 与 事 周 分 别 变 成 它们 自己 .把 图 周 的 每 一 后 与 
它 在 这 旋转 下 的 象 点 看 作 是 同一 点 。 试 把 这 图 形 剖 分 成 二 锥 单纯 复 形 及, 并 

5. 把 长 方形 域 (图 14) 的 左右 两 边 4B 与 4'B' 和 挝 合 起 来 ,同时 把 上 下 两 
边 44 与 B'B 适合 起 来 ;如 比 得 到 的 图 形 吓 作 Kiein 瓶 ， 哉 把 这 图 形 刊 分 成 
二 和 维 的 单 芳 复 形 丘 ， 并 求 的 间 调 群 . 


6. 求 锥 形 一 的 同调 群 . 

[提示 : 用 例 生 .5 中 的 方 禾 。 

7. 发 开 是 4 稚 球 人 的 “六 面 形 ? 训 分. 二 试 求 得 至 的 一 个 定向 {8s 个 ， 
因而 证 明了 3 能 定向 . 2) 设 1 外 是 计 的 一 个 定向 ， 斌 襄 明 ;按照 4 是 奇数 
或 偶数 ,st 与 它 的 对 径 象 具有 协 合 的 或 不 协 合 的 定向 . 


5. 束 同 调 群 的 千 构 :Euler-Poincaré6 公式 
节 的 第 一 部 分 中 整 同 请 群 的 竺 构 的 定理 5.1 是 定理 B4.4 
的 直接 推 褒 ， 它 的 证 明知 要 附录 B $ 3 与 BS 4 的 知识 ; 后 一 部 分 
中 kuler-Poinearé 公式 的 定理 58.3 是 定理 B 2.9 的 直接 推 论 , 窑 
的 证 明 需 要 B$ 2 中 关于 秩 的 知识 ”.， 整 同 调 群 的 结构 答 出 复 形 


*) 这 两 部 分 的 证 明 方 法 是 重要 的 。 但 因为 第 -部 分 的 证 明 牵 涉 到 群 论 的 定理 较 
多 ;而 且 未 答 出 有 效 的 计算 方法 (参看 定理 B 4.4 后 的 附 记 ) ,第 一 次 读本 书 时 ,可 只 理 
解 定理 B 4.4 的 叙述 、 序 进而 读本 节 第 一 部 分 。 第 一 次 读本 书 时 也 可 路 去 第 二 部 分 ， 
因为 $6 中 的 定理 6.1 立即 欠 出 Baler-Poincaré 公式 [参看 定理 6.1 后 的 附 记 」. 
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的 重 爱 的 折 扑 不 变数 一 一 Betti 数 与 柳 系 数 . 
本 节 还 附带 讨论 模 p 同调 群 . 


设 尺 是 准 复 形 ,而 且 {88}, 9=0, 1,%…, %; 6 一 1, 2,.…,， 0y， 
是 玉 的 有 向 单 形 的 一 个 基本 钥 ， 对 于 任 - 一 9， 5, 8,…, .是 区 
的 9 维 链 样 Co( 开 ) 的 一 个 基 ， 根据 推 葵 卫 4.2 与 B4.3，Cu( 慌 ) 
的 子 群 G( 开 )，Be( 开 ) 以 及 同 翻 群 吾 ,( 羽 ) 都 是 有 限 生成 的 。 因 
而 根据 定理 召 4.4 有 下 面 的 定理 : 

5.1 定理 稚 的 有 限 复 形 改 的 9 维 整 同调 群 能 唯一 地 分 
解 为 下 述 直 和 : 

五 ( 开 ) 一 十 十 十 了 十 ye 十 ve 十 十 en， 
Ry g=0, 1,.…,%n 
这 里 的 Ra, To>0, 而 且 在 rr>0 时 , 05 整除 011. 】 

如 果 用 开 链 与 同调 的 发 法 , 定理 5.1 是 说 : 可 以 取 同 调 类 
(一 1， 2,…， Ro) 与 多 (= 二 2 …， ro) 分 别 作为 了,(KK) 的 直 
和 分 解 的 前 Ra 个 自由 循环 群 与 后 v4 个 有 限 循环 群 的 母 元 .根据 
直 和 分 解 的 定义 以 及 有 限 循 环 群 的 性 质 , 五 .(K) 的 任 一 元 素 ( 同 
调 类 ) 


2 


z 一 ari 十 了 byi, ai 整数 ,0; 整数 模 2. 
这 也 就 是 说 ,如果 团 链 z', y; 是 同调 类 z', yj 的 代表 , 则 任 一 同调 
类 # 的 代表 并 链 
‘AD 

(KK) 的 撞 子 群 (定义 见 例 B1.1 中 的 iv)) 叫 作 玉 的 乒 子 
群 ; {w'， 9y，{w 人 ，{y 人 ) 分 别 叫 作 玉 的 9 奏 同 调 基 、Betti 基 、 挽 
基 ; RR，{0o} 分 别 叫 作 攻 的 g 准 Betti 数 .、 撞 条 数 . 右 ,(KK) 的 
不 变量 完 公 粗 {Bs, 0i} 的 几何 意义 应 特别 注意. 

根据 定理 3.4, 立刻 得 到 下 面 的 推 葵 中 关于 雾 蕉 的 Betti 数 与 


118 第 三 章 ”单纯 复合 形 及 其 同调 群 

5.2 推论 7% 稚 的 有 限 复 形 天 的 寺 稚 Betti 数 Jo 等 于 开 的 
连通 分 支 的 个 数 . KK 无 震 稚 的 与 % 欠 的 搁 系 数 . 

铸 明 和 刹 下 机 证 明 的 是 KK 无 你 维 的 挠 系数 设 z 天 0 是 一 
个 % 稚 并 链 ， 而 且 入 %,~0, 入 整数 . 因为 妃 ,(K) 一 和 ( 玫 )， 因 而 
n 稚 表 链 问 的 一 个 同调 式 恰 是 一 个 等 式 ， 所 以 Az 一 0。， 这 方程 答 
出 入 =0. J 


5.3 定理 (fuler-Poincaré 公式 ) 旋 开 是 一 个 妈 维 的 有 限 
复 形 , 它 的 4 锥 单 形 的 个 数 是 aq, 而 和 且 它 的 4 稚 Betti 数 是 Bo, 则 
下 述 公 式 成 这 : 


加 Dm- DR 
公式 中 的 第 一 个 和 , 通常 用 x(K) 表示 , 叫 作 不 的 Euler- 
Poincare 示 和 性 数 . 
证 明 本 定理 是 定理 B2.9 ( 秩 的 可 加 性 ) 的 直接 推 诊 . 
首先 ,发 长 的 有 问 单 形 的 一 个 基本 租 是 {sf}, 9 一 0, 1 和,…, %; 
i 二 1, 2,…, GQg， 为 畸 使 记号 简单 起 内 ,用 Cs, Zo, Be, 万 ,分 别 表 
未 Ca(K), Za(K), Bu(K), Ho(K); 然后 链 群 Cu 的 一 个 基 显 然 
是 158} , 9 固定 ,因而 04 的 秩 
PlCoO) 一 ae， 9=0,1,.…,%n. 
其 次 ,应 用 秩 的 可 加 性 与 命题 2.5(B.. 理解 为 雳 群 ) ,得 到 
Ga—=p(0a) —plZo) tp(Cg/ Zo) 
=p(Za) +p(Bos), 9=0,1,..,%. 
表 一 次 应 用 秩 的 可 加 性 与 同调 群 以 及 Betti 数 的 定义 ,得 到 
Pp\Z0) —p(Bo) +p(Zo/ Bo) 
一 p(Bu Tp (Ho) =p(B) +R, 9=0, 1,.…,%. 
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最 后 ,车 合 这 三 个 式 子 , 得 到 
ag= Rot+p(Bo) +plB, 1), 9=0, 1,.., n. 

这 里 p(B.1) 一 0, 而 且 因 为 六 是 名 准 的 , p(B,) 一 0。， 从 这 最 后 的 
式 半 作 示 性 数 x( 芭 )， 就 得 到 Euler-Poincar6 公式 ，]】 

因为 将 要 证 明 同 调 群 是 多 面体 | 长 | 的 拓扑 不 变量 ,所 以 Ro 以 
及 Euler-Poincar€ 公式 中 的 第 二 个 和 也 是 :到 ， 的 拓扑 不 变量 . 
显然 易 见 ou 不 是 | 五 | 的 拓扑 不 变量 , 依 划 于 | 式 | 的 单 炖 剖 分 
上 .Kuler-Poincaré 公 却 逢 漂 ， 特 别 地 ， 由 非 拓扑 不 变量 a 所 作 
成 的 示 性 数 x (KK) 是 拓扑 不 变量 . 在 | 玉 | 是 二 和 维 球 时 ,YX( 开 ) =2 
就 是 中 学 立体 几何 学 中 的 Euler 多 面 形 定 理 . 


以 上 是 G= 了 时 的 情形 ， 现 在 只 简略 地 指出 G=J 时 的 情形 ,pp 素数 . 
发 9 是 人力 的 一 个 生成 元 。 然 后 989 ，9s，…，989. 是 链 (CE J i) 的 一 组 生 
成 元 ， 而 且 Cy 《EK ; yp) 的 每 一 个 非 适 元素 的 阶 是 Pp. 显然 Cel; J 0) 的 子 群 
Zao(K; Jp), Bo(K; yo) 的 每 一 个 非 震 元 素 的 阶 是 2. 不 难 证 明 , 商 群 
五 UK; JJ 的 每 一 个 非 寺 元素 的 阶 也 是 p( 复 习题);、 然后 如 同 从 定理 B4.4 
得 到 定理 5.1 与 9 杂 Betti 数 的 定义 ,从 定理 3.4 得 到 推荐 5.2, 以 及 从 定理 
B2.9 得 到 定理 5.3, 现在 从 定理 B4.5， 从 定理 3.4, 以 及 从 定理 B2.10 分 
别 得 到 下 列 千 果 . 

5.4 定理 nn 稚 的 复 形 KK 的 4q 稚 模 p(p 素 数 ) 同 调 群 恕 (KK; yp) 能 分 解 
为 RP 个 J 的 下 和 . 】 

Rp 叫 作 玉 的 9 条 模 p Betti 数 . 

5.5 推荐 24 锥 复 形 五 的 雪 维 模 P Betti 数 RB? 等 于 五 的 连通 分 支 的 
个 数 . 了 ” 
5.6 定理 7% 和 维 复 形 玉 的 Euler-Poincark 示 性 数 


X( 五 ) 一 > —1)2Rm. 了 


例 从 例 4.1 到 例 4.7 中 的 讨论 , 已 可 以 得 出 所 讨论 的 复 形 的 Betti 数 
与 挠 系数 等 ， 
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Petti 数 示 性 数 返 肤 效 
平 环 . fo RID 1, Ri RAD=1, X 一 0 | 无 


Rs= RP)=0 


Meh jas 带 fo:= RPDS=1, Ri= Ri?=1, X=0 无 
| ao== RDO0 


环 面 Ro= BD =—1, 如 [一 RP? ==2, X=0 无 
Fo= R= 1 
射影 平面 Ro=1, Ri=0, R2=0; X=1 只 一 个 一 梭 
R21, 在 种 一] 2 =1; 的 所 肚 小 
RD= 1 RID=0, B90, D>2 一 2 
— . | 
1 220) 和音 形 0 外间 到 | R= 一 二 有 一 RD=0, YX 一 1 无 
0 < Lh 
nC .0) 维 球 Ro= BID Bi Rp-1, X=1 十 (一 1)?n 无 


Ri= -R=0, 日 .< 人 


1 
以 


锥 开 Eo 一- nD)=1, 1 ns; i 一 Rt 2)— D， 0 < x 


习 题 


在 习题 3 到 5 中 ,假设 Buler-Poinear6 公式 是 拓 盾 不 变量 ， 

1. 设 一 稚 的 器 通 的 复 形 KK 有 ow 个 顶点 , aa 条 楼 试 利 用 Euler- 
Poinearé 公式 Qo 一 1 一 eo 一 记 , 证 明 : 下 恰 可 消去 及 二 1 一 qo 二 ai 条 本 的 内 
点 而 仍旧 连通 . 

2. 用 /表示 前 一 习题 中 那样 地 从 丽 得 到 的 复 形 。 就 求 出 工 的 顶点 个 
数 、 棱 的 个 数 与 Betti 数 . 这 样 的 了 隆 作 一 棵 树 . 

试 堆 明 : 任 一 连通 的 复 形 到 上 都 存在 一 棵 树 了 ,7 的 每 -一 楼 是 下 的 楼 ， 
而 了 的 全 体 项 太公 是 大 的 全 体 项 点 . 

3. 设 K 丰 一 个 二 稚 的 团 假 波形 就 诈 明 它 的 ao, ai as 满足 直列 式 
子 : 


3m 20， 四 =3(an x(K)), mo 本 (7 + VOIXED). 


4. 坛 让 二 条 球 、 射 影 平 面 \ 环 面 的 任何 单 炖 剖 分 必须 满足 下 列 不 等 式 : 
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二 众 球 : 0 之 4， Ql 六 6， Qo 之 4; 
射影 下 面 : m06, a 之 15，as>10; 
环 面 : ao27， a 之 21], as2>14. 
并 就 求 环 面 的 单 禹 剖 分 , 它 实现 mo, oa, mo 的 最 小 值 . | 


5. 袍 两 个 单 耗 复 形 1 与 Ks 恰 只 有 一 个 公共 的 大 点 ， 用 £1V Ks 裘 示 
它们 的 并 和 集 . 就 用 K1 与 Ks 的 示 性 数 表 出 Ki1V Ks 的 示 性 数 . 
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定理 565.1 只 膏 % 稚 的 有 限 复 形 K 的 整 同 裔 群 五 (KK) 有 直入 
分 解 , 但 并 未 葵 出 KK 的 Betti 数 与 所 系数 的 具体 计算 法 . 本 节 将 
利用 乓 的 关联 年 阵 来 具体 地 算出 及 的 Betti 数 与 搁 系 数 以 及 整 
同调 群 。 然 后 附带 就 明 K 的 整数 链 群 的 典型 基 . 

附录 B 8S 3~4 中 的 知识 ， 本 节 所 需要 的 ， 只 是 定理 B3.5、 
定理 B3.6 的 证 法 ,以 及 定理 B4.4 的 第 二 个 结论 . 


设 是 % 礁 的 有 限 复 形 ,以 
{sf} ,9=0, 1, ,nN, b=1, 2,..., oo 

为 有 了 向 单 形 的 一 个 基本 租 . 对 于 一 个 固定 的 9, 把 fs 人 } 叫 作 整 数 
链 群 Co=0o(K ) 的 自然 基 .， 在 本 节 中 , 基 的 元 素 都 看 作 有 一 定 的 
次 施 ; 例如 自然 基 的 次 序 就 是 ? 的 值 的 自然 次 序 . 把 s 与 9 的 
关联 系数 [sgf :sj 得 记 为 a8, 因而 得 到 和 矩 障 4s== (cg) (参看 32 中 
式 (8)). 这 些 和 矩阵 44 叫 作对 于 Coti 与 Ov 的 自然 基 而 车 的 关联 
和 矩阵 (图 15) , 9 一 0, 1,…, % 一 1, 或 简称 的 关联 答 阵 . 图 55 
中 不 仅 有 短 障 4, 一 (a?) , 而且 还 有 左 纵 列 {s+t 耻 与 上 横行 {s9}， 此 
后 我 们 也 把 图 16 时 作 图 4。 以 与 矩阵 4。 区 别 . 

不 难看 出 , 及 的 关联 和 矩阵 4 完全 答 出 复 形 玉 的 顶点 表 ( 定 
义 1.14 后 )， 因 而 也 完全 决定 天 的 拓扑 性 质 ， 特别 地 有 下 面 的 
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定理 : 

6.1 定理 改 瓜 是 7 维 的 有 限 复 形 , ao 是 开 的 9 次 单 形 的 
个 数 ,9=0, 1,…, n, 而 且 4 是 玉 的 关联 垂 障 ,，d 一 0, 1,…， 
n 一 J， 设 Bo 是 甜 阵 hy 的 秩 , 而 且 掀 , V2,…, 28 是 矩阵 4。 的 、 
大 于 上 工 的 不 变 因子 , th 整除 207. 则 五 的 9g 准 Betti 数 是 

Rs 一 oo 一 Be 一 6 0<9<n (8 一 Bo 一 0)， (1) 

的 g 稚 拨 系数 是 , ba, …, OF, 要 9 入 2 一 ,而且 玉 无 需 维 
的 与 4 稚 的 撞 孙 数 . 

换 甸 话说 , 到 的 整 同 调 群 如 ,( 人 KK) 的 直 和 分 解 如 下 : 

下) 一 十 tI It I ern,' 0<g<n; 

Fa 
HA(R)=J+J+…+/, 9 一 0, 7 
Ra 

在 不 变 因 子 的 唯一 性 的 意义 下 (定理 B 3.5 的 证明 的 末尾 ) 或 在 定 
理 BB4.4 的 第 二 个 结论 的 意义 下 ,这 直 和 分 解 是 唯一 的 . 

证 明 首先 考虑 需 准 Betti 数 与 震 准 搁 系 数 . 本 定理 是 通 
过 关联 和 矩 障 来 求 得 它们 的 值 的 ， 而 推论 5.2 的 证 明 则 用 另 一 方式 
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(用 定理 3.4). 留 给 读者 话 明 这 两 种 方式 的 结论 是 一 致 的 (见习 
题 1). 
其 次 ,因为 无 关联 和 矩 阵 4,,% 维 的 搁 有 系 数 与 关联 矩阵 无 于 . 本 
定理 中 说 及 无 % 准 的 撞 邓 数 ,只 是 重复 推论 5.2 中 的 这 个 结论 . 
本 定理 中 其 他 千 论 的 证 明 分 成 四 步 . 
1) 矩阵 方程 与 基 的 变换 “命题 2.2 就 是 说 矩阵 方程 
AsAoi=0, 9=1, 2,.…,% (2) 
成 立 、 对 于 一 个 固定 的 9, 我 们 将 要 象 在 定理 B3.5 的 证 明 中 一 
样 ,用 甜 阵 的 初等 变换 把 和 矩阵 4。 变 成 典型 式 . 因 为 边 称 运 算 9 是 
线性 的 , 象 在 引 理 B 3.6 的 证 明 中 一 样 , 矩阵 4 的 一 个 初等 变换 
相当 于 变 Cua 的 或 Ce 的 自然 基 为 一 个 新 基 ( 参 看 引 理 B3.6 的 证 
明 中 的 i) 到 iv) 与 B $3 中 习题 3).， 设 这 初等 变换 变 和 矩阵 44 为 
有 a; 我 个 就 把 矩阵 Ay 叫 作对 于 Cori 与 Cu 的 这 一 对 新 基 (其 中 一 
个 还 是 自然 基 ) 而 车 的 关联 甜 阵 ， 如 果 这 初等 变换 相当 于 变 06 的 
自然 基 为 一 个 新 基 , 则 又 有 对 于 Ce 的 这 个 新 基 与 Co_i 的 自然 基 
面 计 的 新 关联 矩阵 也 。 1:， 因 为 边缘 的 边缘 等 于 雳 , 仍 有 
亏 才 一 0. (8) 
以 上 只 说 明了 , 当 Cox 与 0o_1 都 用 自然 基 , 而 0s 用 符 阵 的 -- 
个 初等 变换 所 葵 出 的 新 基 时 , 式 (3) 成 立 ， 一般 地 , 如 果 Cu Cs 
与 0。_1 都 各 用 一 个 新 基 , 而 每 一 个 新 基 又 是 由 关联 答 障 ha 与 
4z-1 的 若干 个 初等 变换 狂 出 的 , 则 对 于 这 些 新 基 而 言 的 矩 耻 4 与 
44.1 仍 满足 式 (3). 详 姬 证 明 留 输 读 者 (见习 题 2). 
2) 取 定 各 和 维 链 群 C4 的 一 个 新 基 , 从 9 一 0 开始 , 然后 4 一 |， 
一 直到 g 一, 把 所 有 的 图 4, 变 成 所 需要 的 图 4s， 从 g 一 0 时 的 
图 4o 开始 . 按照 定理 B 3.5 的 证 法 ， 用 矩阵 的 初等 变换 把 矩阵 
4o 变 成 典型 式 44 (定理 B38:5 中 记 作 下 发 这 些 初等 变换 相当 
于 把 Ca 与 Ce 的 自然 基 变 成 新 基 {Wi， 2 外 与 {Zo, WWo}，、 然 后 根 
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所 1) ,我 们 有 图 4, (图 16)， 再 通过 把 一 维基 { 卫 : ，G4} 变 成 新 其 
{2Z1， 下 相当 于 和 皇 重 的 槛 行 百 换 ). 把 图 4 变 成 图 40 (图 四 与 
图 46 中 上 横行 12o, 有 中 加 ,此 后 将 不 再 改 恋 .) 


图 16 图 17 


现在 作对 于 Cs 的 自然 基 与 Ci 的 基 1{21, V1) 而 言 的 关联 和 矩 
障 41. 因为 4146 一 0, 图 入 的 最 后 Bo 个 纵 列 中 的 元 素 都 是 零 
(图 区) . 象 上 面 把 图 4e 变 成 图 4o 一样, 现在 要 把 图 4 变 成 图 4 
(图 19) .因为 矩阵 4 的 上 述 性 质 ,要 把 图 4i 变 成 图 41, 只 需要 
对 于 年 库 i 的 最 前 01 一 Bo 个 纵 列 与 对 于 人 多 体 0s 个 横行 各 作 若 干 
初等 变换 .后 者 相当 于 把 Cs 的 自然 基 变 成 一 个 新 基 , 与 图 4 无 


:ri pe i 


i 
1 
上 
I 
# 
4 
| 
+ 
| 
HH 
外 
# 
让 
4 
| 
| 
1 


mp = fe ns, a fe i i i i th eh 
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干 。 设 前 漠 相 当 于 把 Ca 的 基 {21, 扩 V1} 中 的 部 分 Z1 变 成 Z1， 把 
Z 1 变 成 妈 1 的 这 些 基 的 变换 你 相当 
于 对 十 处 阵 ho 的 最 前 aa 一 Bo 个 横 
行 作 初 等 变换 .因为 这 些 横行 中 的 
元 素 都 是 需 ， 这 些 初等 变换 工 不 改 
变 扯 阵 4 只 把 图 妨 变 成 图 4o (图 
20) ; 图 起 与 图 轴 的 区 别 只 是 它们 
的 左 级 烈 不 同 . 

以 上 把 图 4 变 成 了 最 后 的 图 
4,， 所 多 历 的 庄 阶 段 可 以 总 结 为 : 

图 4 一 图 40 一 图 40-> 图 41 一 > 图 4 一 图 4. 

图 4 的 上 横行 {Zo, Wo} 与 图 4o, 图 46 的 相同 ; 它 是 我 们 到 定 的 
Co 的 基 , 在 此 后 证 明 中 将 不 再 改变 . 

现在 从 41 开始 ,如同 从 图 4o 得 到 图 4o, 多 历 下 列 阶 自得 到 
最 后 的 图 4i: 

图 4 一 图 4 一 图 4 一 图 4 一 图 42 一 图 4:. 
图 4 的 上 横行 {Zi1, 歼 才 与 图 41, 图 41 的 相同 ,是 我 们 到 定 的 C 
的 基 ， 重 复 这 方法 ,一 直到 最 后 的 4，_s 与 4，l: 
图 4 一 图 4 一 图 4 一 图 4 图 4> 图 小 ，， 
图 4 的 上 横行 1 和 3， 丈 ， 与 图 4 >，4。 的 相同 , 它 是 我 们 
到 定 的 0,-_s 的 基 ; 
图 4 一 > 图 4 一 > 图 4 1 一 图 4,_1， 

图 4,-1 的 上 横行 1 和 Ga V4-1} (与 图 41, 图 4 3 的 相同 ) 与 左 
级 列 1 丈 小 分别 是 我 个 取 定 的 C,_1 的 基 与 0, 的 基 . 

图 44 见 图 21, 0 入 g 入 2 一 1 和 矩阵 4 的 不 变 因子 现在 记 作 
0 一 (0s, 57,，…,，64") (定理 了 3.5 中 记 作 i). 

3) 基 {Z， 丈 。 的 讨论 图 4 的 左 纵 列 {Zoyi, Wan} 与 上 
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Gg+1— fo 


由 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


i i a i Ee i Em ™ 


EE 
图 21 


横行 {Zo， Wo} 分 别 是 Co+l 与 Oo 的 基 ， 0 委 I 委 ?2 一 工 . 把 玉 中 
的 元 素 依 次 记 作 


Wg+1, g=0, 1, """y n—1, 2 一 十 ， 2, ”3 Ba, (4) 
把 Zo 中 的 最 前 Bo 个 元 素 依 次 记 作 
wy, g=0, 1， “yy 久 一 工 ， 4 一 工 ， 2， ”3 Ba; 《5 ) 


然后 有 
Owi ri= Ou, 0 一 0 1，…，7 一 上 ， i~=1,2,., Ba. (6) 
按照 这 样 的 记 法 , 式 (4) 中 不 包含 好， 而且 式 (6) 中 不 包含 妇 ， 
另 一 方面 ,对 于 1<g<<n, 从 图 4 :就 可 以 看 出 : Cu 的 基 的 两 部 分 
27, 与 玉 , 分 别 指 的 是 并 链 部 分 与 非 冻 链 部 分 .对 于 9g 一 0, 也 应 你 
持 这 种 记 法 ; 然后 , 因为 趣 闪 链 都 是 阴 链 , 故 Ce 的 基 只 是 并 链 , 即 
应 说 原来 取 的 Co 的 基 {Zo, Wo} 中 的 Wo 不 存在 . 再 者 , 式 (6) 表 
示 6iwi 是 边缘 链 , 0 二 gq9 志 nn 一 4。 因为 % 条 的 复 形 太 上 无 % 维 的 
边缘 链 , 故 和 中 无 纪 . 
一 个 刀 决 不 同 于 一 个 城 ,因为 前 者 是 于 链 而 后 者 非 开 链 ， 在 
一 般 的 情形 下 , 2Z4 不 只 包含 元 素 Ws, 还 包含 其 他 的 元 素 ; 把 后 者 
依次 记 为 
0 gq=0,1,.,%, ZZ=1,2,., Bo; (7) 
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因为 Cu 的 基 {Zo, Wo} = {Wa,， va, wa} 有 oq 个 元 案 ， 故 这 里 的 za 
是 由 式 (1) 关 定 的 . 

4) 求 针 链 群 . 边 符 链 群 与 同调 群 现在 已 知道 整数 链 群 
Cs( 玉 ) 是 以 fo， ve Wel 为 基 的 自由 群 。 而且 ww 与 如 不 存在 ， 复 
形 玉 的 任 一 整数 链 必 是 
= SN Dv Briwy, 
这 里 的 和， 与 六 都 是 整数 . 根据 式 (6) ,在 9>0 时 , 0cs=0 当 
且 只 当 每 一 个 =0.、 故 对 于 任意 9， 于 链 群 Zs(KK) 以 
Go 一 [ze Va, Vg, VE 
为 基 . Zn 中 当然 无 i. 
考虑 任 一 并 链 
Zo— SN + Biva. 
根据 式 (6) , 在 g<n 时 , ?4 是 一 个 边 各 链 , 当 而 且 只 当 存 在 整数 六 
使 得 
Za 一 OS.nivy + 一 Emogus ; 
因而 当 而 且 只 当 
入 一 MOz， Mm=0, 
即 当 而 且 只 妆 
和 二 0 ( 模 55) ， 一 0. 
故 对 于 g<n, 边缘 链 群 Bu(K) 以 
{6zuz , 69u9, …*, O90} 
为 基 ， 容 易 看 出 , zw 是 边缘 链 当 而 且 只 当 z=0; 因而 3 天 ) 一 0. 
因为 不 变 因 子 训 号 与 搁 系 数 刀 号 之 癌 的 关系 ,我 们 有 
By 一， =1, 2,…, Ba—7Ta, 
{og 
然后 根据 命题 B2.4 以 及 短 阵 46 无 大 于 工 的 不 变 因 子 ,我 个 得 到 
木 定理 中 所 说 的 同调 群 忌 o(& ) 的 站 和 分 解 与 其 他 车 葵 . 了 
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附 ”和 配 ”本 评 明 还 属 明 了 B。 是 边缘 链 群 Bo( 玉 ) 的 秩 ， 再 者 ， 
式 (1) 就 是 定理 5.3 的 证 明 中 的 最 后 一 个 方程 ， 改 从 式 (1) 立即 推 
省 定理 5.3. 
从 定理 6.1 的 证 明 , 很 容易 得 到 下 面 的 定理 与 推论 。 
6.2 定理 (典型 基 定 理 ) 发 玉 是 见 蕉 有 限 复 形 ,而 且 
Qo 一 太 的 9 蕉 单 形 的 个 数 ， 
B= Ba( 玉 ) 的 秩 或 到 的 关联 短 陈 4 的 秩 ， 
有 一 到 的 0 和 蕉 Beti 数 ， 
ro= KK 的 9 灯 措 笠 数 bj 的 个 数 . 
如 对 于 g 一 0, 1，…, 9， 链 群 Co( 开 ) 各 有 由 下 列 五 种 链 各 成 的 一 
个 基 : 
Co， a=1, 2, »…, Ba—7Ta, 
4, j=—=1, 2, ,Toa, 
ct， k=1, 2, 1., BR, 
di , bai1—=1, 2, "+, Bo_1— Tas 
el, Jq_1=1, 2, i Tol 
其 中 无 548, Q 六 , ef7'!, 无 ef 无 qr, 6 各) ,而且 边缘 同 态 由 下 列 方 
洗 决 定 : 
Oax=0, Obir=0, Oc%—0, 
2d7- 一 Ci ， Dej = 0 bicl. 
这 些 基 吓 作 链 群 的 一 组 典型 基 . 请 参看 定理 5.3. 
征明 为 着 把 等 于 1 的 不 变 因 子 与 大 于 1 的 不 变 因 子 ( 即 
漠 系 数 ) 区 别 出 来 , 式 (8) 中 用 了 两 个 上 标记 与 来 检 代 不 变 因子 
3 的 上 标 5 而 且 纪 与 jo 所 取 的 值 就 是 本 定理 中 所 说 的 ， 现 在 对 
于 链 刀 同样 地 改变 记 法 : 
wy 一 Ci ， Wo 一 Te jg 一 Oss; 


再 根据 式 (6) ; 对 于 链 watz 也 同样 地 政变 记 法 : 


6. 用 关联 矩阵 计算 整 癌 调 群 ， 典型 基 123 
及， 0 一 1 
最 后 ,为 着 记 法 整齐 起 见 , 再 把 式 (7) 中 的 v4 改 为 oo， 这 上 就 给 出 本 
定理 中 所 说 的 、Ca(K ) 的 基 . 

决定 边缘 同 态 的 前 三 个 方程 是 明显 的 , 后 两 个 方程 是 式 (6) 的 
改写 . 了 : 

6.3 推论 ”沿用 定理 6.2 中 的 记号 . 则 

oo(K ) 是 以 {ez，20z2，c 中 为 基 的 自由 群 ， 

Bo( 开 ) 是 以 te， 中 0} 为 基 的 自由 和 群 ; 因而 

Hal(K) 是 以 {carl 为 基 的 自由 群 与 所 有 以 始 为 生成 元 的 恕 及 
循环 群 的 直 利 。 


习 题 

1. 设 芝 ，as，44，Ba 如 定理 6.1 中. 试 证 : 如 果 反 恰 有 Reo 个 连通 分 
支 , 则 | 4o 无 大 于 工 的 不 变 因 子 , 而 且 Ro 二 ao 一 Bo. 

[提示 ， 先 考虑 Ro 二 1, 用 B $3 的 习题 5.] 

2.， 试 证 定理 6.1 的 证 明 第 一 步 未 尾 的 方程 (3) 

3， 如 同 图 21 总 结 了 定理 6.1, 试 作 一 图 总 结 定理 6.2. 

4， 设 复 形 下 有 和 个 顶点 中 ,2?, 3，q4, 5 条 楼 ale2，a2a3，asa1，a2a4， 
a3as， 一 个 二 维 单 形 ala2@3 .1) 试用 关联 矩阵 求 £ 的 整 同调 群 (用 最 简捷 的 
方法 ). 2) 试 求 互 的 整数 链 群 的 一 组 典型 基 . 

5.， 试 证 ， 如 果 ” 维 的 闭 假 流 形 能 定向 , 则 它 无 % 一 1 维 的 挠 系数 ; 如 果 
它 不 能 定向 , 则 它 恰 有 一 个 % 一 1 维 的 挠 系数 等 于 2. 

[提示 : 参看 B $3 的 习题 6. 也 可 以 不 用 关联 和 矩阵 证 明 . | 
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复 形 的 同 贡 群 旗 是 拓扑 不 变性 (定理 5.10) ,又 是 偷 型 不 变性 
(定理 6.5) ,而 且 后 者 药 涵 前 者 . 本 章 前 五 节 的 目的 是 答 出 同调 群 
的 拓扑 不 变性 的 元 典 亦 明 (定理 5.10 的 证 明 )，。 这 谢明中 的 两 个 
关键 概念 是 复 形 的 重 分 ($ 3) 与 映射 的 单纯 逼近 (8 5) ; 所 以 可 以 
说 ,整个 的 前 五 节 基 本 上 只 是 这 一 个 证 朋 . 

从 这 前 五 节 还 可 以 再 进一步 : 引进 映射 的 同调 性 质 这 概念 来 
证 明 同 调 群 的 偷 型 不 变性 ， 这 就 是 $56 的 内 容 。 虽然 偷 型 不 变性 
蕴 少 拓扑 处 变性 , 但 我 们 还 在 $5 中 保留 拓扑 不 变性 的 定理 5.10 
及 其 上 述 的 多 典 证 明 ; 我 们 这 样 作 , 希 部 一 方面 弃 反 映 出 同调 群 不 
变性 证 明 的 历史 发 展 ， 另 方面 也 使 读者 在 初次 让 本 书 时 有 可 能 删 
去 $6. 
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本 章 中 的 诸 节 基本 上 是 一 环 扣 一 环 的 一 个 整体 ， 为 着 使 本 章 
易于 理解 ， 我 们 先 在 本 节 中 扼要 地 狗 明 本 章 的 目的 以 及 达到 目的 
的 步 劝 .同时 在 本 节 中 人 先 抽 和 象 地 引进 链 上 映射 与 链 同 偷 这 两 个 基本 
概念 《几何 意义 见 以 后 有 关 的 各 节 ), 可 以 使 以 后 的 讨论 箭 音 而且 
方便 . 

同调 群 的 三 种 不 变性 设 与 工 是 复 形 . 偷 型 不 变性 的 定 
理 是 属 : 如 果 多 面体 | 到 | 全 | 二 | (定义 IL9.4, 则 攻 与 工 的 同和 的 
同 完 群 同 构 .因为 || 圭 | 工 | (定义 I3.4) 一 | 玉 j| 一 | 了 | ， 所 以 作 
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为 偷 型 不 变性 定理 的 推论 , 有 拓 盾 不 变性 定理 : 如 果 |K| 守 17|， 
则 与 工 的 同 妈 的 同调 群 同 构 . 我 们 说 玉 是 工 的 一 个 重 分 , 或 
也 重 分 为 K, 如果 尺 与 到 具有 下 述 的 两 性 质 : ca) KK 的 每 一 单 形 
是 元 的 一 个 单 形 的 子 集 ，0) 荆 的 每 一 单 形 是 到 的 若干 单 形 的 井 
集 ， 在 条 件 &) 下 ,条件 5) 等 价 于 下 述 性 质 : %) | 了 | 一 | 开 1. 我 
们 将 只 考虑 工 的 一 种 特殊 的 重 分 玉 , 叫 作 “重心 重 分 ”; 这 时 候 仍 
有 |||=| 尺 |， 因为 是 工 的 重心 重 分 全 | 五 | 人 兰 | 卫 | ,所 以 应 
蔽 能 从 拓扑 不 变性 定理 立 剂 推 知 重 分 不 变性 定理 :如 果 到 是 也 的 
重心 重 分 , 则 玉 与 工 的 同 杂 同调 群 同 构 .但 如 同 已 多 说 过 的 ,我 
们 将 先 证 明 重 分 不 变性 定理 4.3， 然 后 在 它 的 基础 上 来 证 明 拓 扑 
不 变性 定理 5.10 与 偷 型 不 变性 定理 6.5. 

研究 这 三 种 不 变性 问题 时 的 共同 出 发 点 是 连续 映射 
p:K—L; 

基本 想法 是 如 同 映射 的 同调 性 质 的 定理 中 所 说 的 , 9 忒 导出 到 的 
各 锥 同调 和 群 到 二 的 同 礁 同调 群 的 一 个 同 态 ; 要 想 证 明 的 是 , 重 分 不 
变性 问题 中 的 恒 同 映射 pg, 拓扑 不 变性 问题 中 的 同 胚 gp， 与 偷 型 
不 变性 问题 中 的 同 偷 等 价 gp， 写 们 所 请 导 出 的 同 态 都 是 同 构 . 


问题 工 与 链 映射 ”因为 同 番 群 是 通过 链 群 来 定义 的 , 所 以 发 
生 的 第 一 个 问题 是 

问题 I_ 如 何 把 映射 p: 及 > 工 联系 上 从 链 群 Co( 开 ) 到 
Cu( 石 ) 的 一 个 对 应 , 使 得 这 对 应 输出 从 及 ,( 玉 ) 到 五。(Z) 的 一 个 
同 态 ? 

(在 三 种 不 变性 问题 的 时 论 时 ,如 何 把 p 联系 上 这 种 的 一 个 对 
应 , 见 命 题 2.3, $3 中 标准 映射 与 标准 链 映 射 , 定理 5.6 与 5.8， 
定理 6.1.)** 至 于 什么 样 的 对 应 诱导 出 同调 群 之 问 的 同 态 ,其 答案 


括号 中 的 一 句 , 可 候 到 诈 完 本 章 时 才 访 . 


可 
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是 下 而 定义 的 链 映射 . 
1.1 定义 ”如 果 复 形 KK 与 也 的 链 群 之 间 的 一 序列 的 同 态 
f = {fo 
fa: OK)—>0a(L) (1) 
与 边缘 同 仿 9 二 {0o} 可 交换 , 即 


oOuj a—fo_100, (2) 
则 了 = {fo} 吓 作 从 天 到 地 的 一 个 链 映 射 . 
我 们 常常 把 式 (1) 与 式 (2) 分 别 简 写成 


f: OK)->O0,(L) (1") 
1 
Of ,=fa_10; (2') 
式 (2') 可 理解 为 下 面 的 图 表 具 有 交换 性 : 
OR)»> OL) 
0 | 


1 好 一 


Ooi1(K)—— > O01 (ZL). 
1.2 命题 ”从 复 形 及 到 复 形 工 的 一 个 链 映 射 了 一 {fo} 
f: Cel(K)—>0C,(L) 
诱导 出 一 序列 的 同 态 ,一 {fow} 
foe: HK)—> Ha(D). (3) 
更 明确 地 襄 , 如 果 z 是 K 的 一 个 9 杀 闭 链 , 则 f(z) 是 工 的 g 条 
困 链 ; 而且 
foal2) = (fa(2))’, (4) 
这 里 :>， (fo(2))* 分 别 表示 玉 上 的 于 链 > 的 同调 类 , 二 上 的 于 镑 
fu(z) 的 同调 类 . 
我 们 也 常常 把 式 (3) 简 写成 
f.: Hi(K)->Ha(L). (3") 
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媳 明 把 fs 限制 在 Zr(RK) 与 Ba(K) 上 , 则 分 别 有 
fa: Za(K)—> ZlD), 
fa: Bu(K)—> BDL). 
事 次 上 , 误 链 zE2o( 尺 ) ; 则 从 式 (2) , 9f 4(2) 一 f 4(6z) = 了 a(0) =0， 
即 fu(z) EZs(L).， 再 设 链 5€Bal(K); 因而 存在 链 CECari(K)， 
使 得 5 二 Gc， 从 式 (2), fo0 一 fy0c 一 0f4110; 因为 fqric E04r1( 了 L)， 
所 以 fb CBs(D). 
然后 ,用 定理 Bl1.4 得 本 命题 的 结论 . 1 
1.3 命题 设 尺 , 上 , M 都 是 复 形 . 如 果 f 一 {fo} 与 9 一 (ge 
f: OK)—>CA(L), 9: OT) CM) 
是 链 映 射 , 则 
gf: Ca(K)—>C(M) 
也 是 链 映 射 ,而 且 邯 导出 的 同 态 
(9 四,=9sj: HaA(K)—> HM). 1 


问题 II 与 链 同 偷 ， 在 把 连续 映射 p: 一 工 联系 上 一 个 链 
上 映 峡 了 : Cs(K) 一 Co(ZL) 时 ,了 实际 上 不 是 唯一 的 .所 以 发 生 第 二 
个 同 题 

辣 题 II ”两 个 链 了 映射 1, g: Co ) 一 Cae( 了 ) 在 什么 条 件 下 话 
导出 同调 群 之 间 的 同一 个 同 态 f ,==9;: Hoa(K) 一 Ha(L)? 

下 面 定义 的 链 同 偷 是 一 个 充分 条 件 . [至 于 在 三 种 不 变性 问 
题 的 计 论 时 ,如 何 证 明 链 映射 与 9g 满足 这 充分 条 件 , 见 定理 4.1 
与 例 4.3, 命题 5.9 中 的 〈iii) ,定理 6.1 的 证 阴 .]* 

1.4 定义 设 f,g: Co(K) 一 C4(L) 是 从 复 形 五 到 复 形 艺 
的 网 个 链 喘 射 . 如 于 存在 一 序列 的 同 态 ( 非 链 上 映射 !) D= {D,} 
9 播 号 中 的 一 名 ,可 候 到 贸 完 本 齐 时 才 注 . 
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Do: OK)-> C0), 
使 得 
Gat1Dat+ Da_10¢ = 9a— fa, (5) 
我 们 就 诡 f 与 g 是 务 同 偷 的 , 记 作 fg; 而 且 认 妃 是 从 f 到 9g 的 
一 个 键 偷 移 , 记 作 D: /~9. jy 吓 作 一 个 链 同 偷 式 . 
如 采 也 用 下 面 的 图 表 来 帮助 理解 式 (5) , 则 


Cari(L) 
2 | 
9 
gq—fa 
Co(K)———— > 0 (D) 


| 人 么 


Ci(K)” 


它 不 具有 交换 性 . 
1.5 命题 ” 链 同 偷 的 两 个 链 映射 
fg: Cu(K)—> 0 (D) 
忒 导出 同调 群 之 问 的 相同 的 同 态 
太一 gs: Ha K)—> Ha(D). 
本 明 设 z 是 KK 的 任 一 个 9g 维 开 链 、 从 式 (5) 得 gs(z)~ 
fz) 在 工 上 .然后 从 式 ( 人 4 得 ga, (8) 一 fo (2). 


”要 完成 同调 群 不 变性 的 证 明 ,还 有 第 三 个 问题 
问题 III 在 映射 gp:KK 一 工 是 恒 同 映射 , 或 同 胚 , 或 同 偷 等 
价 时 ,如 何 诈 明 所 联系 上 的 链 上 映射 了 : Ca(KK) 一 Co(ZL) 诱导 出 同调 
群 之 问 的 同 构 ? 
(答案 见 不 变 性 定理 4.3, 5.10, 6.5 的 证 明 .)* 
9 播 叶 中 的 -名 ,可 候 到 著 完 本 章 时 才 壤 . 
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采 数 群 G ”在 以 上 的 讨论 中 我 们 都 限于 用 整数 加 群 7 作 系 数 群 。 我 们 
现在 要 襄 明 , 以 上 的 诗 短 都 能 目 然 地 而 且 很 容易 地 推广 到 任意 系数 群 G. 我 
们 以 定义 1.1 与 命题 1.2 为 例 . 

光 推 广 定义 1.1. 珊 s 是 到 的 9 和 维 有 同音 形 , 2 一 过 和 isiE Co( 开 )， 因 为 
定义 工 工 中 的 2 与 了 都 是 同 态 ,所 以 它们 都 是 线性 的 , 即 

07 一 了 和 iDsi， 六 (GO) 一 二 和 io(Csi) . 
在 有 了 定义 上 .1 中 的 链 上 映射 了 = 4f 之 后 ,对 于 % 一 9isiE CIGD)， 我 们 
定义 
fo,G= > gifa (8i) ， 
得 到 一 序列 的 同 态 fe 二 {fq,6?， 
fo: CoE; OC (LG), 
容易 验证 ,因为 f 是 链 映 射 , fa 也 满足 
fg,6= fo-_1,00. 
于 是 ,每 一 个 链 映 射 了 葵 出 一 个 对 应 的 链 映射 ye. 

青 推广 命题 1.2: 一 个 链 映 射 fg= {fo,o; 艺 导 出 一 序列 的 同 态 /co= 

{fax,a? 
faro: Ha(K; 0) > HalL; G). 
证 明 与 命 遂 1.2 的 证 明 形 式 上 是 相同 的 . 

为 简明 与 方便 起 网, 本章 中 此 后 所 有 言 花 都 只 限于 用 系数 群 J. 现在 我 
们 只 指出 , 本 章 中 所 有 讨论 都 可 以 如 此 推广 , 使 得 所 有 和 糙 论 对 于 任意 系数 群 
G 都 成 并 


习 是 
1. 斌 证 命题 1.3. 
2. 斌 证: 链 映 射 1, g: Co(K) 一 CalL) 的 链 同 偷 关系 一 9 是 一 个 等 
价 关 系 , 即 它 具 有 反 身 性 、 对 称 性 与 传递 性 . 
3. 设 j ~9: CalK) ~—> CalL), f'~g': Ce) —> Ca(M) 是 两 对 链 同 偷 的 


链 上 映射, 而 且 相 应 的 链 偷 移 分 别 是 DD 与 D'. 试 求 链 偷 移 来 言明 ff 和 ~ 
9g9 CI(R) > CM). 


[提示 : 人 先 证 明 f'f 守 f'g 与 f'g2~g'g.] 


i 
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2. 单纯 映射 


本 下 介 略 的 单纯 映射 是 一 种 特别 简单 的 (连续 ) 上 映射 ， 它 旗 具 
有 出 显 的 几何 直观 , 义 自 然 地 诱导 出 一 个 链 上 映射 。 等 到 将 来 (35) 
三 明了 往 一 映射 剖 可 以 用 单 穗 映射 来 “逼近 "之 后 ， 就 解 岂 了 问题 
l. 


单 形 的 单 强 映 射 ”首先 推广 命题 I1.8 的 诈 明 中 的 讨论 ， 属 
8 (ao 41,，…, 49) 与 妇 一 (6%?，61,，…， 56") 分 别 是 欧 几 里 得 空间 
2” 与 &* 中 的 单 形 (未 假设 是 自然 的 单 形 )。 设 有 于 点 问 的 一 
个 单 值 对 应 (不 必 是 一 一 的 对 应 ) 

fo: o> 0 =fo(0). 
现在 对 于 8 的 任 一 点 
一 Ao0 十 和 G1 十 … 十 和 vc2 ， 
作 六 的 粮 性 扩张 : 
j 丰 2) 一 和 ofo(a) 十 zjol + tt Nafo lo’). (1) 
/8 一 由 作 由 fo 决定 的 映 8 到 的 单 绰 映射 . 

我 们 现在 来 站 明了 回炉. 显然 有 一 广 ( 因为 fo 可 
能 把 8 的 车 干 个 不 同 的 优点 上 映 成 的 同一 个 顶点 , 而且 的 某 一 
项 把 也 可 能 不 是 里 的 顶点 的 万 象 , 故 我 们 把 式 人 改写 成 

于 2) 一 Ro 人 十 HaDl 二 十 Norgr， (2) 
这 里 的 jj 是 式 (1) 中 出 更 的 全 体 51 的 系数 X 的 和 ,而 且 j=0 如 
果 式 (DD 中 无 厅 出 现 .， 因为 M0, 而 且 它 们 的 和 等 于 1, 所 以 由 
也 如 此 ; 外 了 ko) Et#， 更 明确 地 说 ,如 有 果 消 去 式 (2) 中 恒 等 于 霉 的 
那些 项 ,而且 用 茹 表示 # 的、 以 那些 在 式 (2) 中 保留 下 的 6; 为 顶点 
的 面 , 则 f(3”) = 一世， 因为 8z) 是 型 中 的 点 2 的 坐标 入 的 线性 画 
数 ,可 知 了 是 违 炉 的 . 了 


2. 单纯 上 映射 13? 

例 2.1 设 g=3, ?7=2; fo(oo) 一 Fo(aD 一 bo) 一 FoCas) 一 D1、 然 后 
Mo—=No+h1, U1= Na 和 Aa, Lo =0; 

z f(T) = (N+ A b+ (N+ Ng) bl; 
而 且 妇 一 (bo bl), k=1. 

如 林 还 有 go 是 从 区 的 顶点 到 另 一 单 形 WW 二 (6, CY,，……, 0?) 
的 着 夸 的 一 个 单 值 对 应 , 而 且 g:# 一 ww 是 由 9go 决定 的 单纯 映射 ， 
则 gf: 8 一 ww 是 由 9ofo 决定 的 单纯 上 映射 .这 是 因为 

gf (2) =Nogof o la) 十 Nigofo(al) 十 … 十 和 agofo(a2) . 


复 形 的 单纯 映射 ”如 同 定理 III1.11 ( 复 形 KK 间 胚 于 某 一 自 
然 单 形 的 一 个 子 复 形 入 ) 是 9 稚 单 形 同 卡 于 9 灯 的 自然 单 形 的 推 
广 , 现 在 我 们 要 定义 的 上 映 KK 到 另 一 复 形 也 的 单纯 映射 是 前 面 所 履 
的 单 形 到 单 形 的 单纯 映射 的 推广 . 

2.1 定义 设 区 与 工 是 黄 个 复 形 ,它们 的 顶点 分 别 是 

{0'}, 2=1, 2 hb, {607}, =1, 2，，…，7. 
设 有 顶点 问 的 一 个 单 值 对 应 

fo: 4'—> 0 =fo(0’) 
有 具 有 下 述 性 质 : fo 把 玉 的 每 一 个 单 形 的 所 有 项 点 映 到 工 的 一 个 
单 形 的 顶点 .现在 对 于 |K| 的 每 一 点 
z 一 XdaL 十 .… 十 入 xz0E 

[这 里 的 入 = (ho, 为, …, hx) 限制 在 玉 的 同 胚 复 形 W 上 ; 见 命题 
III1.11 的 证 明 中 ， 还 不 妨 假设 玉 就 是 六 .,] , 作 fo 的 线性 扩张 : 

f (2) =)ojfo(ao) 十 afo(ai) + hrfo (az) 
了 : KK 一 工 是 作 由 fo 决定 的 上映 民 到 工 的 单 缉 映 射 . 

我 们 要 证 明 了 连续 事实 上 , 如 果 fo 把 下 的 一 个 单 形 9 的 
所 有 顶点 映 成 工 的 一 个 单 形 姑 的 顶点 , 则 fis? 就 是 映 型 成 妇 的 
单纯 映射 ,因而 连 种. 如 果 fo 把 尺 的 呈 与 名 映 成 荆 的 你 与 夫 ， 
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则 虽然 户 把 于 本 好 的 公共 面 s (如 果 有 公共 面 ) 上 映 到 如 与 夫 的 
公共 面 上 然后 根据 了 的 定义 ,限制 在 3 上 的 力 于 与 了 用 同 是 由 
限制 在 s 的 项 点 上 的 fo 所 天 定 的 单 万 上 映射 。 所 以 根据 第 二 请 32 
中 的 习题 4,， 了 : 天 -> 了 连续. 了 

附 记 、 单 缠 贞 于 了: 太一 虐 把 大 的 每 一 个 单 形 8 上映 成 工 
的 一 个 单 形 妇 , 而 且 了 吕 是 仿 射 映射 或 退化 的 仿 射 映射 . 

容易 证 明 下 述 命题 : 

2.2 命题 设 天 ,地 1 都 是 复 形 .如 果 了 于 : 开 一 也 与 9: 了 > 
A 都 是 单 征 映 庙 ,分别 由 大 点 对 应 fo, 9o 决定 的 , 上 则 由 顶点 对 应 
9gofo 决定 的 单纯 映射 4 太一 以 束 是 gf : 

hn-gf: KE—>M. 1 

单纯 粤 映 射 ” 现 在 说 明 单 被 映 射 如 何 诱 导出 (唯一 的 ) 一 个 链 
映射 . 

沿用 定义 2.1 中 的 记号 。， 设 8 一 0 是 天 的 任 一 个 有 向 
单 形 . 如 果 Jo 一 0 ps 9) 一 0 都 是 工 的 不 同 的 顶点， 
则 因为 了 是 单纯 映射 ， 如 一 6” 是 工 的 一 个 有 疝 单 形 ;这 时 
候 我 个 定义 

fals®) 一 如 ; 
显然 可 知 记 (一 5) 一 一 加， 如果 s? 在 单纯 映射 了 下 有 退化 , 即 项 点 
069。… 03 中 至 少 两 个 相同 , 则 定义 
Js2) 一 0. 
然后 在 Ca( 上 KK) 上 作业 性 扩张 , 即 对 于 链 %4== 荆 93?, 9;:EJI， 定义 
Joco) = 9ifals). 


fa: Ca(K)—> Cu(L) 


*) 这 使 得 记号 jo 有 两 个 意义 : 顶点 因 的 对 应 与 堆 礁 链 群 间 的 同 态 。 上 只 要 广 意 到 
jj 的 定义 域 , 就 不 会 引起 更 请 。 
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2.3 命题 发 反 与 二 是 复 形 , 而 且 f: 到 -> 二 是 单纯 映射 . 
旭 了 证 导出 -一 个 链 映射 了 = 人 je 
fa: OK)—>0,(D), 
而 且 堆 维 链 wo 的 指数 在 fo 下 保持 不 变 : 
In(fo(%0)) = Tn 人 (zo). (3) 
我 们 把 链 映射 =={fo} 叫 作 单纯 映射 三 所 诱导 出 的 链 映 射 . 
我 们 也 把 单纯 脆 射 所 范 导 出 的 链 映 射 吐 作 单纯 链 酉 射 . 
证 明 如 果 广 (co = 一 060 加 In(fo(0')=1In(0)= In(a'). 
于 是 有 式 (3) . 
因为 2 与 同 态 都 是 线性 的 ,只 需要 证 明 wo 二 8 时 下 式 
Of wa = fq_10%g (4) 
胶 立 .不 妨 普 源 性 , 设 8% 一 coal1…42 而 且 f 了 (4) 一 天, 这 里 的 如 不 
必 都 不 同 。 如果 5' 都 不 同 , 则 
Of sg 一 8(0084.89) = DH(—1)0...b...b9 
一 太 1( 立 (一 了 这 人 99) 一 六 108?. (5) 
如 果 至 少 有 两 个 站 相同 , 则 从 定义 fs 一 0, 于 是 fs 一 0 另 一 
方面 ,考虑 刻 19sg， 如 果 至 少 有 三 个 六 相同 , 则 中 的 9 一 工 维 面 的 
Fi 象 都 是 需 . 如 果 恰 有 两 个 5 相同 , 不 损失 一 般 性 还 可 设 六 = 
b!， 然后 在 式 (5) 中 的 第 -一 个 和 中 的 前 两 项 互相 消去 , 而 以 后 的 每 
-项 都 有 重复 的 顶点 ,因而 是 雳 ;即刻 -108 一 0. 于 是 式 ( 人 4 一般 地 
成 立 . ]】 | 
2.4 命题 设 K, 上 , M 都 是 复 形 , f: 天 一 了 与 9: >M 者 
是 单纯 脆 射 . 从 命题 2.2, =gf: 天 一 录 也 是 单纯 映射 .于 是 
对 于 由 宅 们 所 决定 的 单纯 链 瞻 射 , 有 
ha= gaf a, (6) 
对 于 由 这 两 个 链 上 映射 所 诱导 出 的 同调 群 之 装 的 司 态 ,有 
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hax = gq f ax. (7) 

证 明 式 (6) 的 证 明 . 因为 庄 间 态 都 是 米 性 的 ,只 需要 评 

(8s?) 二 gofnls?) ， 对 于 尺 的 任 一 有 向 单 形 s*。， 如果 8 在 单纯 映 

射 五 下 不 退化 , 则 se 在 单 业 上 映射 了 下 不 退化 ,而 且 fa(s") 在 单纯 映 

射 9 下 不 退化 ;因而 h(s?) 一 gofa(s")， 如 果 中 在 单条 映射 畴 下 退 

化 , 则 jpgso) 一 0; 这 时 候 有 下 列 两 种 可 能 . (is? 在 单纯 映射 了 下 

没 化 ;于 是 . 放 s?) ==0, gqfa(s?) 一 0 全 ) js) 在 单纯 上 映射 9 下 退 
化 :于 是 gu(fa(s%)) 一 0. 

式 (7) 的 证 明 用 命题 1.3. 3 
例 2.2 读者 可 就 作 从 加 周到 环 面 , 及 从 二 稚 球 到 环 面 的 单 和 犯 映射 了, 并 
求 得 fo 与 fo. 


习 题 
1. 设 f: 2 一刀 是 例 2.1 中 的 单 神 映射 ,5b 是 如 的 任 一 点 ， 斌 襄 明 
了 -1(b) 是 3 中 什么 图 形 . 
2. 设 图 1 中 的 与 工分 别 是 图 周 仿 与 环 面 T? 的 单纯 着 分 ,而 且 fo 把 
大 的 顶点 变 成 上 的 顶 尽 i, 1 二 1,2,…, 6. 试 求 万: Ha(K) 一 五 v( 了 ) . 


5 4 


3. 设 图 2 中 和 给 出 的 是 上 Klein 瓶 的 剖 分 与 射影 平面 的 判 分 工 , 以 及 到 
的 项 点 到 元 的 顶点 之 开 的 对 应 fo. 试 求 1,: Hao(K) -> aCD). 

4. 设 f: KL 是 单纯 上 映射 ,而 且 是 工 的 子 复 形 。， 试 证: ft(Lo) 是 
KK 的 子 焦 形 . 
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3. 重心 重 分 


复 形 是 多 面体 | 五 | 的 单纯 剖 分 (定义 III2.2),， 或 者 通俗 
地 说 , 天 是 由 痢 分 多 面体 | 长 | 成 某 种 小 块 而 得 到 的 . 因而 羡 的 
重 分 也 (81 开始 时 ) 是 由 痢 分 多 面体 | 五 | 成 某 种 更 小 的 小 块 而 得 
到 的 . 本 证 中 所 讨论 的 重心 重 分 是 一 种 特别 简便 的 重 分 ; 它 是 使 
我 们 的 讨论 能 从 块 状 的 复 形 过 渡 到 作为 空间 的 多 面体 的 主要 工具 
之 一 (参看 命题 3.5). 

重心 重 分 自然 地 答 出 两 种 链 映 射 , 重 分 键 映 射 与 标 淮 链 映 射 ， 


重心 重 分 的 几何 作法 ”我 们 要 从 复 形 区 作出 另 一 个 同 锥 的 
复 形 S4K , 叫 作 下 的 重心 重 分 . 复 形 KK 当然 可 以 特别 是 一 个 单 
形 s 的 开 包 复 形 C1s, 这 时 候 我 们 把 Sa Ols 简 记 作 Sds. 重心 重 分 
这 个 名 称 就 告诉 我 们 , S4K 是 根据 KK 的 全 体 单 形 的 重心 作出 的 ， 
有 简明 的 几何 意义 。 为 着 以 后 叙述 方便 , 并 昌 为 着 表明 所 要 作 的 
SdK 是 什么 ,我 们 在 给 出 SQK 的 定义 之 前 , 先 写 下 下 面 的 两 个 命 
通 : 

3.1 命题 ”如 果 s 是 欧 几 里 得 空间 A" 中 的 一 个 单 形 , 则 Sds 
是 轧 " 中 的 一 个 同 灯 的 复 形 。 宅 具 有 下 面 两 个 性 质 : (i) 1Sas| = 


142 第 四 帝 ”同调 群 的 不 变性 。 映 射 的 同调 性 质 
is|, 郎 多 面体 相同 ; (ii) 如 果 s<<8, 则 Sdsr CSqds, 即 Sads 是 Sqds 
的 子 复 形 . 

3.2 命题 如 果 是 B” 中 的 一 个 复 形 , 则 SQK 也 是 五 ” 
中 的 一 个 同 维 的 复 形 . 它 具 有 下 面 的 两 个 性 质 : (i)| SdK | ==|K|， 
(ii 如 果 LCK, 则 SCSadR 

命题 3.1 当然 是 命题 3.2 的 特 款 .在 把 命题 3.1 中 的 8 改 为 
9 雁 单 形 5, 或 把 3.2 中 的 长 改 为 攻 的 9g 欠 骨 架 尺 ?后 ,而 得 到 
的 命题 ,分 别 记 作 (8.1) 或 (3.2),. 

第 一 步 : 定义 Sds， 对 于 0 稚 单 形 5s， 定义 Sds*=s*. 命题 
(3.1)。 有 明显 地 成 立 ， 对 于 杂 数 用 归 秩 法 , 设 从 0 稚 到 9g 一 1( 宇 0) 
礁 的 单 形 的 重心 重 分 都 已 有 了 定义 ,并 旦 命题 (3.1)o,…, (3.1)。: 
都 成 立 . 现在 我 们 来 定义 Suds?. 8? 的 边 稍 复 形 剖 是 2 的 所 有 9 一 1 
维 面 的 阴 包 复 形 的 并 集 ; 把 se 的 所 有 9 一 1 次 面 的 重心 重 分 的 并 
集 记 作 Sd#8， 还 设 , 当 9 之 1 

(8.3)。 命 题 Sds' 是 gy 一 1 稚 复 形 . 
命题 (3.3)1 显 然 成 并 ， 

把 8 的 重心 记 作 外 (图 3, 9=1 及 2 的 情形 ) .然后 作 以 如 为 
顶点 、 以 8 的 每 一 个 9 一 1 稚 面 的 重 
心 重 分 为 底 的 锥 形 ( 见 例 III4.7, 都 
为 3? 的 重心 重 分 Sdsr"。 沿用 例 III 
4.7 中 的 记号 ,有 

Sds 一 和 USdiaU sSdi. (1) 

要 完成 Sds 的 定义 与 证 明 命题 (3.1) , 现在 只 要 在 (3.1)y_i， 
(3.3)。 的 基础 上 证 明 (3.1),; 更 详 姑 地 说 ,只 要 证 明 : Sds? 具有 复 
形 的 性 质 2” [因为 从 式 (1) 的 表示 法 , 已 知 Sds? 具有 复 形 的 性 质 
1°], 命题 (3.1)。 中 的 性 质 (i) [因为 (3.1)4 中 的 性 质 (ii) 是 明显 
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的 ] 但 这 都 是 单 形 的 凸 体 性 质 的 明显 推 花 . 〈 复 习题 .) 

第 二 步 : 定义 S4K . 如同 定义 Sds 时 , 对 于 长 的 0 锥 骨架 
上 ?, 先 定义 S4K" 一 K".， 命题 (3.2)o 明显 地 成 并 . 起 长 的 从 0 
锥 到 9 一 1 条 的 骨架 的 重心 重 分 都 已 有 了 定义 , 并 且 (3.2)o,…， 
(3.2)o_1 都 成 立 ， 设 Kr 的 9 稚 单 形 是 引 , ;二 1, 2, …, ga， 现在 
定义 人 "的 重心 重 分 SdK 

SaK= SdK1iU SdsItU Sdsg UU Sdss. (2) 
同样 地 , S4K 定义 的 完成 与 命题 3.2 的 诈 明 都 归 若 为 :在 (8.2)v-3 
的 基础 上 证 明 (3.2)。. 但 这 是 (3.1) 的 容易 推荐 . 〈 复 习题.) 

容易 看 出 ,重心 重 分 是 $1 开始 时 所 说 的 重 分 的 一 种 . 此 后 我 
们 只 限于 用 重心 重 分 ; 几 提 起 重 分 时 ,所 指 的 永远 是 重心 重 分 . 

下 渔 的 定理 指出 Sa 天 的 单 形 的 一 个 简便 的 、 但 十 分 重要 的 
表示 法 .此 后 都 是 根据 这 定理 来 用 Ad 于 . 

3.4 定理 设 上 是 一 个 复 形 . 如果 

S051 '"* "Sr (3) 
是 豆 的 单 形 的 一 个 其 序列 (这 里 的 时 序列 是 癌 5 是 sya 的 一 个 其 
面 ) ,而 且 和 所 是 &1 的 重心 , 则 

(80, $1, **, br) (4) 
是 重 分 S4K 的 一 个 单 形 ， 而且 反之 , SdK 的 每 一 个 单 形 都 可 如 
此 得 到 . 

证 明 用 归纳 法 ， 设 对 于 大 的 0 一 上 维 骨 架 天 ?一 定理 已 
成 立 ， 我 们 来 证 明 对 于 民 e+l 定理 也 成 立 . 

先 证 定理 的 第 一 部 分 。 设 8 的 蕉 数 <9. 则 单 形 〈4) 者 属于 
Kr-1. 根据 归 稍 假说, 单 形 (4 ESadKoICOdKEY. 再 届 8 一 S88, 因 
而 重心 = 上 ，、 如 果 7=0， 则 据 式 (1),$ESds*CSdK*. 如 果 
7 之 0, 则 式 (3) 中 的 so，s ,sr GEi; 根据 归 商 假设 可 知 Sd 合 
有 单 形 二 = (0 所， …, 甸 -1) 所 以 S4K 1 二 Sdsx 归 单 形 (4). 
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现在 证 定理 的 第 二 部 分 设 t 是 SdK1 的 任 一 单 形 . 根据 式 
(2) ,或 者 Ed 开 2 或 者 ESdK? ,因而 E 一 个 Sdsf.。 如果 
是 前 者 , 则 根据 归 秽 假设 , 1 已 具有 形式 (4). 如 果 是 后 者 , 则 上 必 
以 所 (于 的 重心 ) 为 一 个 顶点 . 现在 有 两 种 可 能 :或 者 1 的 蕉 数 是 将 ， 
则 已 窜 鞭 序列 有 决定 ; 或 者 寺 的 维 数 7>0. 在 霸 的 维 数 了 >0 
时 ,根据 1€ Sdst, 上 = 一 8 这 里 的 单 形 WE Sd 。 根据 归纳 假设 , 
和 古 昌 的 一 个 贰 序列 8g<2 <…<s -决定 ,因而 志 筱 天 2 的 一 其 序 
烈 8s<3i<…<S-1<3 决定 。 】 

本 定理 也 可 以 用 来 作为 8aK 的 一 个 等 价 的 定义 .， 我 们 还 襄 
;是 单 形 (4) 的 主导 大 点 . 

重 分 S4K 还 可 以 再 作 重 分 .一般 地 , 命 

SAF =Sa(Sad -vkRK), 

这 里 的 Sd 及 二 区 ; 而 且 把 SQPK 叫 作 太 的 第 7 次 重 分 . 

更 在 我 们 要 来 比 罗 复 形 攻 的 单 形 与 重 分 S49"K 的 单 形 的 大 
小 。 

3.5 命题 ” 欧 几 里 得 空间 五 ”中 的 维 数 > 上 的 单 形 8 的 直径 
diam (s) 等 于 8 的 一 维 面 的 长 度 的 最 大 值 . 

证 明 我们 将 利用 单 形 的 下 述 性 质 : 如 果 一 个 是 集 包含 一 
单 形 的 所 有 顶点 , 则 它 就 包含 这 整个 单 形 . (复习 题 .) 

设 8 一 (6, 01,…, 4”), 设 4 是 8 的 一 稚 面 的 长 度 的 最 大 值 ， 
于 是 diam (s) 宇 d. 

另 一 方面 , 设 点 2%, YEs、 设 %' 是 离 2 最 远 的 顶点 之 一 .以 9 
为 中 心 , pl%, an 为 年 径 , 作 一 于 实心 球 . 太 是 凸 集 , 且 包含 s 的 
全 部 顶点 ,所 以 包含 s， 可 网 p(w, y) 过 P(z，o 再 以 4 为 中 心 ， 
d 为 生 径 , 作 一 并 实心 球 V'.，V' 是 凸 集 , 且 包 含 : 的 全 体 顶 点 ,所 
以 包含 s，、 可 见 p(o, @) 4d。， 因此 p(w, y) 二 4， 于 是 diam (3) 
<d. 了 
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3.6 命题 设 尺 是 欧 几 里 得 空间 ”内 的 一 个 % 灯 的 复 形 ， 
而 且 它 的 单 形 的 直径 邦 不 大 于 m7， 则 第 7 次 重 分 8doR 的 单 形 的 
直径 都 不 大 于 (一 于 ) %。 因此 , 当 ? 充分 地 大 , SdmK 的 单 形 
的 直径 就 任意 地 小 . 
证 明 先 考虑 SdK. 
没 上 是 S4K 的 任 一 一 稚 单 形 ， 根 据 定 理 3.4, 1 一 (8 和 ,和 ) ,这 
里 3 和 与 和 分 别 是 上 的 音 形 8 与 8 的 重心 而 且 so 天 8。 发 
8 一 (Ga0，…，0p?) ， 
81 = (@",  ， CD ， QDT+1， 9 Ca) ; 
向 月 命 
3 一 (Ga?1 e+, 20) 
s 的 重心 为 8。 从 重心 的 概念 可 知 , 这 三 个 重心 共 炉 ,而且 到 在 有 
与 之 问 ， 现 在 要 比较 p(i, 人 和 p(, 邓 . 在 s 中 取 重 心 坐标 ; 
把 这 三 个 重心 表 成 8 的 顶点 的 条 性 租 合 时 ,就 看 出 : 


p+1 9 一 ps 
~ q 十 1 wT 


这 座 明 和 抽 分 有 癌 和 线段 oi 成 比 g 一 p: 2 十 1 于 是 


p(Bo, £1) -TP 3) < 人 97。 


因为 9 二 Pp 宇 0 与 9<<n, 分 别 有 


用 bd 他 QQ 
p(so, $1) ~ 0 1 1, gq or 7 < 人 一 二 妇 。 


于 是 SQK 的 任 -一共 单 形 的 长 度 < 一 2 二 7 


由 此 立即 推 知 8dwK 的 单 形 的 直径 都 不 大 于 (2 ) +】 


重 分 链 映 出 ”现在 讨论 从 复 形 K 的 链 群 到 重 分 SdAK 的 链 群 
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的 一 序列 的 则 访 . 
对 于 KK 的 任 一 个 9 和 维 链 zo, 我 们 要 来 定义 S49K 的 一 个 9 灯 
链 , 呈 作 链 z 的 (重心 ) 重 分 , 认 作 Sdgro， 如 果 9 一 0, 则 定义 
Sdoro = wo. (5) 
假设 Sds_124_1 已 有 定义 ; 归 策 地 定义 Sdoro。 首 先 考虑 =s, 代 
的 一 个 9 锥 的 有 癌 单 形 ， 如 采 :是 对 应 的 无 向 单 形 , 而 且 8 是: 的 
重心 , 若 式 (1) 中 的 SasCSaK ， 根据 归纳 假 改 ,边缘 链 3s 的 重 分 
Sdo_1(08) 已 有 定义 , 而 且 是 复 形 Sds 上 的 一 个 9 一 1 维 链 . 现在 
定义 
Sd =iSqd,_1(0s), (6) 
这 里 方程 的 右边 是 一 个 9 稚 链 (图 4). 其 次 , 如 果 = 之 gs 则 
用 线性 扩张 定义 


S daro = SB, 9 das. 


图 4 8 二 adala3 


3.7 命题 ”从 复 形 KK 的 链 wy 到 民 的 重 分 SQK 的 链 Sdor。 
这 对 应 Sda: Xxqa 悦 Ddaza 是 一 个 链 上 映射 Sq 一 {Sdo} 
av: Co(K)—>O00 SAK ) ， 
而 且 震 礁 链 zo 的 指数 在 Sdo 下 保持 不 变 : 
In (Sdowo) 一 In wo. (7) 


这 个 链 映射 Sd 一 {Sda} 叫 作 重 分 键 映 射 , 而 旦 由 它 决 定 的 
S71, = {Sd qx} 


) 知 果 Sdg1 (08) =gDbi…W 十 …, 和 | BoOgs =g3bi Di 
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Sa : H (KEK)~—> H, (SAaK) 
叫 作 辐 钢 群 之 间 的 重 分 同 态 . 
证 明 对 应 du 显然 是 同 态 . 因为 式 (6), 故 有 (7). 
现在 要 证明 : 
OSdora= Sdo._10%0, (8)。 
即 重 分 的 边缘 是 边缘 的 重 分 . 〈 套 看 图 4. 设 zo 是 图 中 的 s.) 式 
(8)o 显然 成 立 。 用 归 物 法 证 明 : 如 果 (8)v 成 立 , 划 (8)grz 成 立 . 
因为 sd 与 9 这 丙种 运算 都 是 继 性 的 ,只 需要 证 zors 是 一 个 9 十 1 
闪 的 有 向 单 形 s 时 的 (8)sr1、 从 式 (6) 
Da 一 09088ay (ps) ) = Sd (908) 一 8 (Sq (90s)). 
链 6s 的 和 维 数 是 9， 根 据 归 纳 假 设 (8)g 可 知 
0(Sde(0s)) =Pdo-1(0(0s)) 一 0. 
于 是 (8) oi 成立 . 】 


标准 映射 与 标准 链 映 射 ” 沿 用 定理 3.4 中 的 记号 ;如果 复 形 
KK 的 全 体 无 向 单 形 用 &% 表示 , 则 五 的 重 分 SdK 的 全 体 厦 点 可 用 
$$; 表示， 定义 从 SdK 的 顶点 到 长 的 顶点 的 一 个 对 应 : 


zzo: 再 一 8 的 任意 选 定 了 的 一 个 顶点 . (9) 
如 果 是 S4K 的 一 个 单 形 , 则 根据 定理 3.4， 
t= (&, 3 二 ) 》? (10) 


这 里 8&4 人,… 8; 是 五 的 一 其 序列 的 单 形 ;因而 sro( 匀 ),，…， No(8)) 
都 是 长 的 同一 个 单 形 5 的 项 点 .根据 $2 中 单 太 映射 的 定义 ,xo 
tT. SdaK —>K (11) 

与 一 个 单 祁 链 上 映射 二 {ro} 
ma OCalSAK)—>0,(K). (12) 
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我 们 把 王 叫 作 一 个 标准 映射 ,x 一 {xo} 时 作 一 个 标准 链 映 
射 . 
区 \ 附 ”本 ”如果 的 雁 数 不 是 0， 
对 应 xo。 有 种 种 不 闻 的 定义 法 , 因 | 仙 也 
AZ SS 有 不 局 的 标准 映射 亚 与 标准 镜 上 映射 
Tz 二 {Xo 。 例如 在 图 5 中 , 太 是 一 个 
图 5 二 条 单 形 的 阔 包 复 形 。 如 果 KK 中 的 
单 形 8 是 需 维 的 ,wo (3) 一 8 一 5 是 确定 的 。 如 果 s 的 稚 数 >0， 则 
wo($) 有 种 种 不 同 的 定义 法 , 如 同 图 中 从 $ 画 出 不 只 一 个 箭头 所 表 
示 的 ， 但 每 一 个 mo 都 岂 定 一 个 标准 映射 t， 至 于 不 同 的 wo 所 决 
定 的 不 同 的 T= {ze} 之 间 的 关系 , 见 后 面 的 例 4.4. 
3.8 命题 标准 上 映射 zx: SdK -> 民 与 恒 同 上 映射 1: SdK->K 
回 丛 : 


Tl1: NdE —>K. 

证 明 改 2 是 |j8dKi=| 五 | 的 任 一 点 , 点 2 的 在 SdK 中 
的 承载 单 形 ( 定 义 IIT1.9 后 ) 是 1=(&,…, 引 ) ,其 主导 顶点 (定理 
3.3 的 证 明 后 ) 是 节 ， 然 后 上 CS， 而 且 半 的 每 一 个 顶点 的 亚 象 是 中 
的 一 个 顶点 ;因而 点 > 与 象 点 工人 Z) 都 属于 5。 作 纪 中 的 线段 

pt) = tat) ttr, Ogte<l. 

对 于 任 一 点 ZEj| 玉 | ,都 可 以 作 这 样 的 线段 ,因而 得 到 偷 移 
pi:T~1. 1 : 

附 训 参看 定理 5.3. 在 那里 的 意义 下 , 亚 是 荆 的 “单纯 

3.9 引 理 ”每 一 个 标准 链 上 映射 mn: 04(SdK) ->Co( 玉 ) 是 重 分 
链 上 映射 Sd: Cy( 太 ) 一 0o(SdKK) 的 一 个 左 逆 : 

maSds=1: CA(K)—>0,(K). 

这 种 的 工 是 恒 同 链 有 映射 
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通明 ”我们 只 要 证 明 , 对 于 KK 的 每 一 个 有 向 单 形 sa， 

xzaSdos 84. (12), 
式 (12)o 显 伏 成 立 ， 用 归 稍 法 证 :如 果 式 (12)。: 成 立 , 则 式 (12)o 
太 并 , 4 一 4. 设 二 是 链 Sdss? 中 出 现 的 任 一 g 稚 的 单 形 ; 因而 根据 
式 (6) , 无 问 单 形 上 以 强 的 重心 站 为 一 个 顶点 , 而 且 以 3 为 主导 顶 
三 . 根据 二 的 主导 顶点 以 及 Xo 的 定义 ,上 的 顶点 的 ro 象 都 是 型 的 
顶点 ; 因 吊 到 是 士 弛 或 0. 于 是 

zuSds2 一 5893， 上 整数 . 
应 用 9 到 这 方程 的 两 边 , 而 且 根 据 链 上 映射 与 9 的 可 交换 性 以 及 归 
OxmaS dogs = wo_1Sdo.1084 一 082 一 50s2. 

旗 然 9 宇 1, 68* 关 0; 因而 4=1, 即 (12)。 成 立 .，] 


习 题 


1. 设 单 形 8 二 《a0, ql,…, 44)， 而 且 于 是 89 的 面 st= 《a9, al, ci) 
的 重心 。 巩 点 26 妈 一 (和 红 , 8)， 而 且 它 的 在 8 中 的 重心 坐标 是 Qo， 
和 1 "3 Ag), 在 纪 中 的 重心 坐标 是 《nuo， Hly “9 pg) 。 哉 求 和 矩阵 4 使 得 


和 0 lo 
Xa jg 


2. 训 |K| 的 点 ?在 54K 中 的 承载 单 形 是 识 == (名) 条，…， 34)， 这 里 
SoS1 环 …<sq 是 KK 的 一 个 贰 序列 ， 识 证 : 如 果 到 的 顶点 4E 如 , 则 2 在 到 
中 的 诸 重 心 华 标 之 中 ,相应 于 顶点 4 的 重心 坐标 不 小 于 相应 于 别 的 每 一 顶点 
的 重心 坐标 . 

3. 设 8% 是 一 个 固定 的 条 单 形 , si 是 3 的 其 一 《条 面 ,而且 &% 是 !# 的 

Sdgst = Ls:sd-1] [Ls4-1: sd-2]... [si:so $s-1...80, 


这 里 的 和 号 了 是 对 于 所 有 可 能 的 芙 序列 
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S80 一 3T 一 一 39 
展开 的 ,而 日 +8 一 s0， 
4. 试 利 用 习题 3 中 的 公式 ,直接 证 
Toocu 一 虐 . 
5. 广 fi 太 玉 工 是 一 个 单 论 映射 对 于 代 的 每 一 单 形 s， 命 
fo: 3—> (f* (8)); 
它 是 从 SdK 的 顶点 到 >42 的 页 点 的 一 个 单 值 对 应 ， 试 证 : 志 决 下 一 个 单纯 
映射 1: SAK > SaL. 


4. 同调 群 的 重 分 不 变性 


本 节 的 日 的 是 完成 同调 群 重 分 不 变性 (定理 4.3) 的 证 明 . 这 
诈 明 的 最 后 一 个 准备 工作 是 “ 寺 调 承载 子 定理 (定理 4.1) 的 推论 
(5] 理 4.2). 


首先 引进 几 个 概念 。 如果 一 个 复 形 上 是 连通 的 (因而 
及,(K) 完 J)， 而 且 它 的 同调 群 娘 (K) 一 0,9>0, 它 叫 老 调 的 复 
形 . 例如 一 个 点 所 兢 的 复 形 就 是 零 调 的 . 

链 映 射 与 链 同 偷 的 重要 性 已 见 $1 中 .在 同调 群 重 分 不 变性 
的 证 明 中 , 重要 的 链 映 射 只 有 两 种 , 序 重 分 链 上 映射 与 标准 链 映 射 ; 
而 它 倘 的 一 个 共同 的 特点 是 它们 都 具有 保持 元 和 维 链 的 指数 不 变 
(网 命题 2.3 与 命题 3.7). 因此 我 们 从 它们 提炼 出 下 述 概念 . 起 
KK 与 也 是 复 形 .如 果 链 上 映 射 /一 {f 站 :KE 一 也 保持 埋 锥 链 的 指数 
不 变 , 则 了 叫 作 正常 的 链 映 射 . 

如 果 有 一 个 画 数 0, 对 于 的 每 一 个 单 形 s, 贸 数 值 C(s) 是 
工 的 一 个 非 宏 子 复 形 ,而 且 有 具有 下 述 性 质 : s'<s 菇 涵 0 (8') C0 (8s)， 
则 C 叫 作 从 到 到 了 工 的 一 个 承载 子 . 如 果 正 常 的 链 映 身 f 一 人 fw: 

fa: Ca(K)~—>CaL) 
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具有 人 性质: fo(s) CC(s) ( 即 fos) 是 0(s) 于 的 一 个 链 ) , 这 里 s 表 
示 8 的 任 一 个 有 了 向 单 形 , 旧 0 叫 作 的 一 个 承载 子 . 同样 地 ,如 果 
链 偷 移 咏 : jy 具有 人 性质: Do(s) CO(s) ， 则 GO 吓 作 链 偷 移 D 的 
一 个 承载 子 . 如 有 果 对 于 每 一 个 8sS€ KK , C(s) 都 是 雳 调 的 , 则 O 吐 
作 零 调 的 承载 子 . 


例 4.1 设 互 与 二 是 复 形 , 而 且 7: 开 ~> 了 是 单纯 占 射 ,由 从 五 的 顶点 到 
工 的 顶点 的 一 个 对 应 fo 决 怎 的 .根据 定义 2.1, 大 的 任 一 起 向 单 形 8s 的 了 综 
f(s) 是 工 的 一 个 无 向 单 形 t 过 的 蕉 数 可 小 于 s 的 杂 数 )、 容易 看 出, 如 此 通 
过 了 所 定义 的 CC(s) 二 Clt 是 从 五 到 工 的 一 个 雾 主 承载 子 ， 而且 是 单 配 链 喘 
射 了 二 {fa} 

fa: CalK) —> C00) 
的 承载 子 . 

例 4.2 设 f，,9: 一 工 是 两 个 单 邦 映射 。 如 果 对 于 K 的 任 一 单 形 s， 
f(s) 与 9(8) 都 是 工 的 同一 个 单 形 的 面 ， 则 了 与 9g 册 作 连接 的 单 硬 有 映射. 这 
时 若 以 t 笑 示 工 中 以 f(s) 与 9(s) 为 面 的 单 形 中 最 低 稚 的 一 个 ,， 则 如 此 通过 
f 与 g 所 定义 的 CCG) 一 Q 是 从 达 到 工 的 一 个 零 主 的 承载 子 , 而且 是 单 配 
链 映 射 = {fq} 与 9= {9 的 公共 的 规 调 承载 子 . 

例 4.3 重 分 链 映 射 S4 一 {Sda} 

Sdo: Coa(K)—> CCS8AK) 
是 正常 的 链 映 射 。 Sg 把 K 的 任 一 4 稚 有 向 单 形 s 里 成 [参看 上 市 式 (6) 与 
式 (1)] 

Sdgs=$Sac_1(0s) CSds. 
容易 看 出 ， 如 下 通过 重心 重 分 S4 所 定义 的 CC(s) 一 Sds 是 从 不 到 5dK 的 一 
个 承载 子 ， 从 例 III4.7 它 是 零 调 的 , 而 旦 是 重 分 链 映 射 S4= 4S4doy 的 承载 
= 于. 

例 4.4 设 壤 是 上 节 式 (9) 中 的 对 应 ,而 且 它 决定 了 标准 映射 5: SdK 

五 与 标准 链 映 射 + 二 Aza} 

xa: CaSAKR) -> ColFK). 
如 果 上 t= (5 有， 和) 是 SdK 的 任 一 无 向 单 形 ,以 5, 为 主导 顶点 , 则 工 ( 约 
是 % 的 一 个 面 ， 如 此 通过 zxo 所 定义 的 CO 一 Cls, 是 从 SdK 到 玉 的 一 个 才 
调 承 载 子 ,而 且 是 标准 链 映 射 x= {70} 的 大 连 子 . 
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设 zw 是 满足 上 节 式 (9) 的 另 一 个 对 应 ,而 且 决 定 了 相应 的 标准 映射 2' 与 
标准 链 映 射 x' 二 {7 让 ， C(t 二 Cls, 是 z= {rq} 与 x'= {zi} 的 公共 的 老 请 承 
载 子 . 


现在 我 们 证 明 下 面 的 定理 及 其 推 匣 ， 以 完成 重 分 不 变性 的 证 
明 的 准备 工作 . 
4.1 定理 (等 调 承载 于 定理 ) 设 K 与 也 是 复 形 . 设 f = {fo} 
与 9 一 { 人 dj 
f,9: Ca(K)—>Ca(L) 
邦 是 正常 的 链 映 出, 而 且 具 有 公共 的 第 调 承 载 子 CG。 则 存在 具有 
这 承载 子 0 的 一 个 链 偷 移 
D: f~y; 
即 存 在 具有 这 承载 子 9 的 一 序列 的 同 态 D= {Da}， 
Da: Ca(K)—> C1(D), 
使 得 
Ogr3Da + Dg_100 = 94— fo. 
证 明 因为 了 与 9 是 正常 的 链 映 射 ,对 于 的 每 一 硕 点 4 
有 有 
goa 一 focEZoCC(c))， 
十 目 有 
Jn(ooc 一 roc) 一 0. 
既然 KK 连通 , 从 命题 IT3.3， 存 在 一 和 纵 链 x1 ECi(C (a))，, 使 得 
O71 一 9goQ 一 fo46。 定义 
Doa 一 21 ， 
而 且 明 过 笋 性 扩张 得 到 同人 态 
Do:OoKR ) -> OD): 


4. 同调 和 群 的 重 分 不 变性 15; 
DoaCc O(a), (1)o 
91Do = go —fo. (2)0 
现在 用 归 纺 法 :假设 已 作出 具有 这 承载 子 0 的 一 个 链 伦 移 
{Do, Di, *…, Doi}: fg9, 9>0. 


竺 别 地 ,有 
Dy-_1(sT1) CO (st), (1)o-1 
Du :十 Do 200 1=99 1— fa. (2) 40.1 
我 们 现在 要 作出 Dy 对 于 KK 的 任 一 9 粹 有 向 单 形 s=8?, 命 
Zq = qa8 — fos — Do.10s. (3) 


从 式 (Do zoCO(s). 从 式 (2)g-1， 
Ou2g — O0908 — Og f 08 — OgDo_108 
-Is 68 (go_10%s —fo_1008— Ds_10s_10%) =0, 
于 是 zoE€2u(0(s)). 弃 然 及 os(C(s)) 一 0, 存在 


War1 ECar1(O (s)), 
使 得 
20 一 GOa+l， (4) 
现在 定义 : 
Das=zari Cls), (8) 


而 且 通 过 六 性 扩张 得 到 同 态 
Dy: C.K)—> O001(D). 

从 方程 (3) 到 (5) 很 容易 得 到 (1)s，(2)s. 这 就 得 到 了 
{Do, Ds, .…, Day}: f~9, 

完成 了 归 秩 法 的 证 明 . 】 


例 4.5 根据 上 面 的 定理 以 及 命题 1.5, 我 们 得 到 下 列 千 诊 . 
如 果 f 了 ,9: 下 一 上 虐 是 两 个 连接 的 单 神 映射 ( 例 4.2), 其 
fux—9ax: Ha(E)—> HalL). 


154 第 四 旭 ” 问 调和 群 的 不 杰 锤 。 喘 射 的 则 记性 质 


如 果 #, 开 : S4K -> 是 任意 两 个 标准 映射 ( 例 4.4) ,其 它们 是 连接 的 单 
才 映 射 ,因而 
Tox 一 Zr Hal(SdK) —> Ha(K). 
这 就 是 膏 ， 虽然 重 分 答 出 不 同 的 标准 映射 x 与 7', 但 所 有 这 些 标准 映射 都 决 . 
定 同 调 群 之 有 间 的 辣 一 个 同 态 7 = 二 Xxx。 因而 我 从 扫 x 财 作 由 罩 分 所 决定 的 、 
间 调 群 之 月 的 标准 同 态 ， 


最 后 ,我 们 来 证 明 重 分 不 变性 的 证 明 中 所 需要 的 、 与 引 理 3.9 
近 间 等 地 位 的 下 面 的 引 理 : 

4.2 引 理 ” 链 映 射 Sdw: 0s(SdK)->0a(S4K) 与 恒 同 链 映 
射 1: Cu(SdK )->Cu(SQK) 是 具有 公共 的 需 调 承载 于 的 正常 的 链 
映射 ;因而 很 据 定理 4.1 存在 一 个 链 偷 移 


D: Sdx~~1. (6) 
证 明 这 里 的 证 明 与 例 4.4 中 的 说 明和 相仿 、 首 先 ，Sdx 一 
{Sdora} 与 1 二 {1lo} 显然 是 正常 的 人 链 上 映射 ,其 次 , 设 f= (80,…-， $0) 


是 SdK 的 任 一 单 形 ,以 和 为 主导 项 点 , 央 w(t) 是 尺 的 单 形 34 的 
一 个 面 ,而且 dz (CSdsg, 命 0C() 一 Sdsg, 容易 看 出 ,如 此 定义 
的 C( 四 是 从 SadK 到 SAK 的 一 个 承载 子 ; 需 调 的 ,根据 例 III4.7; 
们 且 显 然 是 Sa 一 do 的 承载 子 . 最 后 , 读者 斌 举例 说 明 
Saduro 妇 一 女 不 必 胶 立 . (t) 也 显然 是 1= 三。 的 承载 子 ， 卫 

和 .3 定理 ( 重 分 不 变性 ) ” 复 形 的 各 锥 同 调 群 与 慷 的 重 分 
SdK 的 同 灯 同调 群 同 构 . 

更 明确 地 说 , 重 分 键 映射 Sd 一 {Sdy} 与 标准 链 上 映射 z= {x} 
诱导 出 互 敢 的 同 构 : 

Sd,: Ha(K)~THA(SAK), w,: Ha(SdK) ~ H,(K). 

证 明 根据 引 理 3.9 以 及 命题 1.3, 有 

woSd 1: HRY SY HAAR) 

和 根据 引 理 4.2 中 的 式 (6) .命题 1.3 与 命 昌 1.5,， 存 
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Sa 一 1: HSAK)—> H,(SdK). 
然后 用 介 辣 Bl1.8. 】 


习 题 


1. 设 六 是 以 点 a 为 顶点 、 以 复 形 玉 为 底 的 雏形 ( 例 TTI4.7)。 设 映射 
9g: 六 -> 太 把 | 及 | 的 每 一 点 映 成 点 4, 因而 是 单 范 映射 ,诱导 出 一 个 单 穗 链 映 
射 9= {go}; gq: Cal 民 ) > (Co( 瑟 ) ， 试 具体 地 求 出 一 个 链 偷 移 卫 来 证 明 
g~1: CR) >0,(F), 
这 里 的 工 是 恒 同 链 了 映射 . 
然后 就 利用 已 得 到 的 竺 果 来 求 了 Ha( 契 ). 
2， 设 复 形 开 的 顶点 是 wo， 一 上 2，…，7。 设 了， 9: 五 一 工 是 两 个 特 
殊 的 连接 的 单 妨 映射 ,使 得 
fag0), flad)—gad), 1s=1,2, .7. 
斌 具体 地 求 出 一 个 链 偷 移 D 来 证 明 它 们 所 话 导 出 的 链 映 射 链 同 偷 : 
f~9: CCK) —>00(D). 
3. 设 f, 9: 玉 > 工 是 任意 两 个 达 接 的 单 录 映 射 。 试 利用 前 通 , 但 不 能 
跟 例 4.5 中 那样 利用 定理 4.1， 作 出 链 偷 移 D 来 证 明 链 映射 的 链 间 偷 : 
人 


5. 单 弗 逼近， 同调 群 的 拓扑 不 变性 
在 $8 开始 时 我 们 说 过 ,重心 重 分 是 使 我 们 的 讨论 能 从 复 形 过 
渡 到 多 面体 的 主要 工具 之 一 . 而 另 一 个 工具 就 是 本 节 中 将 要 介 释 
的 单纯 逼近 ;更 严格 地 说 , 单 祁 逼近 是 使 我 们 的 讨论 能 从 多 面体 过 
渡 到 复 形 的 一 个 工具 . 
紧 跟 着 单纯 逼近 的 讨论 ， 我 们 将 答 出 同 届 和 群 的 拓扑 不 变性 的 
一 个 沟 典 的 证明 。 


关于 承载 单 形 ”在 命题 II1.3 后 , 我 们 引进 了 复 形 全 的 开 
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单 形 这 一 概念 ,而且 也 把 玫 的 单 形 呀 作 半 单 形 ; 开 单 形 是 单 形 的 
内 部 , 单 形 是 开 单 形 的 开 包 .承载 单 形 (定义 III1.9 后 ) 原 来 是 用 
单 形 米 定义 的 ,现在 改 用 开 单 形 求 说 明 如 下 . 因为 长 的 开 单 形 两 
两 不 相交 ,而 且 | 芭 | 是 天 的 全 体 开 单 形 的 首 集 ，| 玉 | 的 任 一 点 红 
属于 KK 的 唯一 的 一 个 开 单 形 ;这 个 开 单 形 的 于 包 ， 尼 的 一 个 单 
形 ,就 是 2 在 中 的 承载 单 形 Carx 4. 在 不 会 引起 混淆 时 ,这 承载 
单 形 也 记 作 Car x%. 

5.1 命题 设 是 复 形 ,s 是 帮 的 一 个 单 形 ,而 且 % 是 |K| 
的 一 个 点 、 则 

WEsOUarkr<s, 

散 明 zEs 全 2 是 s 的 一 个 面 的 内 点 今 Qarkx<s.]】 

下 面 的 命题 是 利用 承载 单 形 来 列 划 单纯 映射 的 . 

5.2 命题 设 9g: KK 一 荆 是 一 个 映射 (注意 :这 是 说 9:|K| 
说 | 工 | 是 一 个 映射 ; 见 定义 III.9 后 的 狗 定 .) 它 是 一 个 单 存 映 射 
ff: K—>Le pCarrw) =0Carr og (v), 对 于 任 一 点 z€|K|. 

时 明 到 分 人 性 留 容 读者 作为 习题 , 我 们 只 证 明 必 要 性 .更 
在 的 假设 是 : 9: 不 一 工 就 是 f: K 一 LL. 

发 2 是 人 的 单 形 s= (4, Q1,…, 09) 的 内 点 ;部 

4 一 和 0 十 和 0 十 … 十 和 uC， 和 >0，YN 一 工 . 
设 f(s) = 《2 01 .…, 5b"). 根据 单纯 上 映射 的 定义 (8$82) ， 了 (z) 在 
(5°, 51,…, 的 ) 上 的 重心 坐标 也 都 是 正 的 ,所 以 f(z) 也 是 了 (8) 的 
内 点 。 这 就 说 明 
了 (Carfz) 一 Carr 了 (cz) .了 

5.3 定义 设 尺 与 工 是 两 个 单纯 复 形 . 设 p: 玉 -> 志 是 一 个 
映射 (命题 5.2 中 的 注意 ) ,而 f: 玉 一 > 到 是 一 个 单纯 上 映射 ， 如 果 对 
下 玫 的 每 一 点 zc，f cz) 总 落 在 9g(%) 的 在 工 上 的 承载 单 形 中 , 即 

f (2) E Oar g (%), (1) 


5， 单纯 通 近 ， 癌 导 群 的 拓扑 不 变性 La 
我 们 就 说 了 : 天 -过 是 9 的 一 个 单纯 副 
单纯 逼近 这 名 称 是 表明 jz)，2 (%) 总 沙 在 上 的 同一 个 单 形 
Car p(w) 中 . 荆 的 单 形 的 直径 的 最 大 值 表明 人 至近 的 程度 . 
根据 命题 5.1, 单纯 逼近 定义 8.3 中 的 条 件 (1) 可 以 改写 成 


Car f(z) <Car p (2); (工人 
根据 命题 5.2, 式 导 0) 又 可 以 改写 成 
f (Carz) <Car og (%). (1"") 


为 着 进一步 到 划 单 纯 逼 近 ,， 需要 引进 开 星 形 的 概念 . 屋 & 是 
复 形 的 顶点 . 帮 中 以 & 为 顶点 的 全 体 开 单 形 的 工 集 , 吓 作 项 
点 4 在 人 太 上 的 开 星 形 , 训 作 stx 4 或 sta. 《注意 :此 处 开 星 形 的 记 
号 st 中 用 的 是 小 写 的 3, 而 定义 IIL1.9 后 球星 形 的 记号 St 中 用 
的 是 大 与 的 S.) 从 这 定义 , 立 到 知道 ，| 玉 | 中 的 点 

TESta Sm<Uar wy. (2) 
还 不 难看 出 ，| 太 | 一 stg 是 中 的 、 不 以 顶 点 & 为 项 点 的 单 形 的 
并 集 , 所 以 开 星 形 是 | 玉 | 的 开 子 集 . 

5.4 命题 设 v: KK 一 工 是 一 个 上 映射 ,而 f: K 一 二 是 它 的 一 
个 单纯 逼近 . 则 对 于 太 的 每 个 项 点， 

psta) Cstf (la). 

证 明 设 xEstg; 因而 从 式 (2), 即 &<0Carwz. 根据 假设 ， 

fla)<f (Carz) 一 Car f(z)<Car 9 (%); 
于 是 再 从 式 (2) 有 p(x) Est (0). 是 

5.5 定义 改 玉 与 也是 两 个 单纯 复 形 ,而 且 V: 玉 一 亏 是 一 
个 贾 射 . 如 果 对 于 KK 的 每 一 个 顶点 4， 存在 上 的 至 少 一 个 顶点 
0, 使 得 

psta) CC sto, (3) 
我 们 就 说 2 : 下 一 已 具有 星 形 性 质 . 
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命题 5.4 是 说 ,那里 的 p: 及 一 了 具有 星 形 性 质 ， 从 这 个 事实 
的 启发 ,我 们 得 到 下 面 的 定理 , 它 也 可 以 说 是 命题 5.4 的 一 个 逆 命 
遂 ， 

5.6 定理 (单纯 逼近 定理 ) 设 与 工 是 两 个 复 形 , 而 且 设 
2 : -> 工 是 一 个 具有 星 形 性 质 的 上 映射。 如果 fo: 4 一 5 是 根据 星 
形 性 质 式 (3) 所 决定 的 .从 玉 的 顶点 到 元 的 顶点 之 间 的 一 个 单 值 
对 应 , 卓 fo 决定 一 个 单 祁 映射 了 开 一 也 ,而且 :> 上 是 9 的 
一 个 单纯 逼近 . 

证 明 设 8=(《@?, aa) 是 天 的 任 一 单 形 , 而 且 少 是 
s 的 一 个 内 点 。 从 式 (2) , wn Esta', 因而 p(w) Eg (sta!)， 根 据 假 
设 的 星 形 性 质 , yp (%) Est fo(a') ; 因而 从 式 (2), fo(@”) <Car pko) . 
这 襄 明 fo 把 的 任 一 单 形 的 顶点 映 到 了 的 一 个 单 形 Car p (4%) 
的 顶点 ;所 以 廊 决定 一 个 单纯 映射 了 :天 一 二， 再 者 ,因为 了: 下 一 
工 是 单 炖 映射 ,有 了 on) E fs) <Car p(w); 所 以 根据 定义 , :上 ~ 
工 是 9 的 一 个 单纯 逼近 。】 

附 记 我 个 已 痉 谣 过 (定义 5.5 后 ), 命题 5.4 中 的 映射 
9p: 尺 一 工具 有 星 形 性 质 . 从 本 定理 的 证 明 中 的 fo 的 作法 可 知 ， 
如 果 上 映射 pg: 天 一 埃 有 一 单纯 逼近 上 于: 玉 一 2 例如 命题 4.4 所 假设 
的 ) , 则 这 单纯 逼近 也 是 根据 2 : 开 一 二 的 星 形 性 质 式 (3)、 通 过 思 
( 邵 限 制 在 不 的 顶点 集 上 的 了 ) 得 到 的 . 

例 5.1 裔 玉 是 工 的 重 分 S4L, 而 有 全 p 是 和 恒 同 映射. 恒 同 映射 :SaL 
->* 荆 具有 星 形 性 质 、《〈 复 习题 .) 再 者 , 任 一 标准 映射 x: S4Z 一世 都 是 恒 则 了 映 
射 4 的 一 个 单 邦 逼近 ,而 且 有 反之.。( 复 习题 .) 

”这 个 例子 以 及 后 面 的 命题 5.9 都 表明 映射 9:; 廿 > 工 的 单 祁 遍 泊 ff: 

>L 是 这 个 恒 同 映射 1 的 单 祁 允 近 < 的 推广 . 

例 5.2 根据 命题 5.6 中 单 德 副 近 的 作法 ,具有 星 形 性 质 的 映射 9: 臣 二 > 工 
的 单纯 通 近 F: 瑟 一 工 不 是 唯一 的 , 困 为 fo 不 是 唯一 的 .但 容易 看 出 , 如 果 @ 
是 一 个 单 缉 映 射 ,上 则 9 具有 星 形 性 质 ; 而 且 了 = 9， 
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例 5.3 图 6 中 的 速 续 曲线 表示 p(XK), 其 中 信 =p(0) ， 定 义 fo(an) 一 
fola?)=fo(0) =bi, fola) =—=fo(a®) =folal)=0. NM 后 f(K)= (Db, b?). 


还 可 以 定义 fCaD =f6(a?) ==f5(a3) 一 下， 用 Ca =b3, fh(a5) =fo(a5) 
=b?. 然后 让 (KE) 一 (bl b3) U (ba， b?), 

这 表明 单 灿 逼近 是 把 曲 想 p( 民 ) 拉夫 成 缠 段 了 (K) 或 折 炉 了 '(K). 

从 这 个 例子 , 茂 者 可 以 看 出 , 了 (2) 不 必 属 于 Carp(w) 的 内 部 如果 五 
只 是 一 个 一 稚 单 形 (a1, as) 的 并 包 复 形 (图 6) , 则 还 可 以 看 出 ,这 时 候 9: 五 
LL 不 具有 星 形 性 质 . 


定理 5.6 中 的 映射 9: > 上 具有 星 形 性 质 这 个 假设 是 可 以 
避免 的 ， 我 们 现在 要 放 明 下 面 的 命题 5.7, 然后 从 定理 5.6 得 到 
后 面 的 单纯 逼近 的 存在 定理 5.8. 

5.7 命题 发 9p: 及 一 工 是 一 个 映射 ， 则 存在 一 个 整数 
m 主 0, 使 得 gp: SamK > 工具 有 星 形 性 质 . 

证 明 工 的 全 体 开 星 形 st5i 形 成 1 工 | 的 一 个 开 复 盖 .因为 
连续, g-+(st 0) 就 形成 | 玉 | 的 一 个 开 复 盖 ， 多 面体 | 及 | 是 一 
个 列 紧 度量 空间 ， 根 据 定理 I5.2, 存在 一 个 Lebesgue 数 \, 使 得 
[ 太 | 中 的 直径 小 于 入 的 任 一 子 集 完全 属于 一 个 p(st 87). 

设 7 是 环 的 单 形 的 直径 的 最 大 值 , 而 且 %* 是 K 的 稚 数 . 取 


m>>0 使 得 ( 于) 9 一 艺 . 根据 命题 3.6, S&mK 的 开 星 形 stai 
的 直径 都 二 入 ， 从 入 的 取 法 可 知 st ai 必 完 全 属于 某 个 p 7*(st 67)， 
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因此 g (st a) 必 完 全 属于 某 个 St8;, 故 p: Sd 中 KK 一 上 具有 星 形 性 
质 . 要 

从 本 命题 与 定理 5.6 立 列 得 到 下 面 的 推 葵 : 

5.8 定理 (单纯 逼近 的 存在 ) 说 天 与 也是 两 个 复 形 , 而且 
9p: 一 上 是 一 个 上 映射. 则 存在 一 个 整数 双 0， 使 得 上 映射 
Pp: Sd mK -> 工具 有 星 形 性 质 , 因 而 使 得 映射 gp: Sad” 天 一 乙 有 单 
积温 近 : Sado 开 一 也. 1 

例 5.4 设 玉 是 单位 线段 , 工 是 单位 正方 形 的 一 个 三 角 误 分 ,但 9: KK 一 工 
是 装 满 工 | 的 Peano 曲线 . 根据 定理 5.8, 这 曲线 仍 可 “ 拉 直 ”成 “ 折 纺 ” 

我 们 现在 列举 单纯 逼近 的 一 些 有 用 的 人 性质 . 

5.9 命题 如果 单纯 上 映 射 了 了 : 了 K 一 工 是 映射 p: 信 一 工 的 单 
和 纯 逼 近 , 则 了 一 p : KK->L. 

(ji) 如 果 单 纯 上 映射 了 : 开 一 下 及 9: 了 一 及 分 别 是 映射 p: 玖 
-> 了 及 由 : 7 一 1 的 单 神 逼近 , 则 gf : 上 ->M 是 wo: 天 一 的 单 
入 通 近 . 和 | 
(这 ) 如 果 了 太 : 开 一 二 都 是 映射 2: 开 一 元 的 单纯 逼近 , 则 
了 与 了 是 连接 的 ( 见 例 4.2) . 

本 明 人 让 点 ZE| 天 |， 由 于 f(z), p(w) 都 属于 单 形 
Oar gp (rz) ,所 以 这 两 点 可 用 Car 24z) 中 的 一 条 多段 

prt)= (1—t) f(s)+tip(r), Oi<l 
连结 起 来 . oo 了 人 9 是 一 -个 偷 移 . 
(ii) 改 点 ZE | 玉 |. 则 
gf (%) Eg0ar pz) =Car gp (lz) < Car op(z)， 
(ji) 让 s 是 的 单 形 ,点 zz 是 8 的 内 点 ， 则 
f(s)= fCarz=Car f(x) <Car gp (2), 
辣 理 和 (3s)<Car gpg(w)， 所 以 f(s) 与 了 (8s) 是 同一 单 形 的 面 . 对 
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根据 本 命题 的 (让) 与 例 4.5 以 及 命题 5.4, 如 打上 映 射 p: 人 -> 

天 有 单纯 逼近 , 则 gp: 天 一 二 具有 星 形 性 质 , 而 且 写 的 任意 了 芮 个 单 
纯 逼 近 ,诱导 出 同一 个 同 态 

太一 Ha(K)—> Ha(D). 
我 们 把 这 个 同 态 叫 作 9 : K-> 工 所 央 定 的 星 形 同 态 . 裔 9p:K 一 上 
不 具有 星 形 性 质 , 但 p: Sd4mmK->L, 加 二 40， 具有 星 形 性 质 (命题 
5.7). 虽然 作为 映射 , gp: KK-> 荆 与 899: Sd™ mK-> 上 是 相同 的 , 但 
后 者 ,而 非 前 者 ,决定 一 个 星 形 同 态 . 


在 本 章 前 此 言 葵 的 基础 上 ， 我 们 已 可 以 答 出 同 贡 群 拓扑 不 变 
性 的 定理 5.10 的 一 个 沟 典 的 诈 明 . 虽然 这 定理 是 下 一 节 中 更 三 
的 偷 型 不 变性 定理 的 明显 推 葵 , 但 为 着 使 它 的 证 明 稍 短 一 些 , 同 时 
为 着 反映 证 明 的 一 些 历史 发 展 ， 在 这 里 我 们 不 紧 接 着 进行 下 一 市 
的 讨论 ,而 插 和 这 个 经 典 的 证 明 .， 

5.10 定理 (同调 群 的 拓扑 不 变性 ) ” 同 胚 的 其 个 复 形 于 与 忆 
的 各 共同 调 群 分 别 同 构 . 

证 明 第 一 步 我 们 来 证 明 : 如 采 

pop: K—>L 
是 同 耳 而 且 具 有 星 形 性 质 ， 则 由 写 所 决定 的 同 届 群 之 间 的 星 形 同 
态 ( 见 命题 5.9 的 证 明 后 ) 
f,:HaK)-> HalL) 

是 同 构 ,这 里 有: 矿工 是 9 的 任 一 个 单纯 逼近 . 

我 们 先 指出 ， 如 果 特 别 地 yg 是 恒 同 映射， 而且 基 = SQ 工 , 则 
0 一 1:8d 工 一 二 具有 星 形 性 质 , 而 标准 映射 是 9 的 一 个 单纯 通 
近 ( 例 5.1) , 因而 这 里 的 星 形 同 态 就 是 标准 同 态 zm; 而 r* 是 同 构 
已 是 重 分 不 变性 定理 4.3 的 结论 推 而 广 之 , 如 采 2 是 忆 同 映 暮 
而 且 玉 =Sdo 亏 , 则 根据 命题 5.4 与 5.9 中 的 (i) ，9 一 19qd9 


162 第 四 章 ”同调 群 的 不 变性 。 映 射 的 同 请 性 质 
-> 上 具有 星 形 性 质 ， 而 且 ( 任 党 取 定 的 )7? 个 标准 上 映射 Sd"L-> 
和 一 一 于 的 积 zw" 是 9 的 一 个 单纯 逼近 ,因而 这 时 的 星 形 
同 态 就 是 了 个 标准 同 态 的 积 , 所 以 它 也 是 同 构 . 
回 到 g 是 具有 星 形 性 质 的 同 胚 的 情形 .这 时 候 ，p2: 7 一 > 人 
是 映射 ;根据 命题 5.7, 存在 一 整数 m 宇 0, 使 得 
pl: SanL—>K 
具有 星 形 性 质 ， 根 据 定 理 5.8, 亡 有 一 个 单纯 逼近 9g, 决定 唯一 -的 
一 个 星 形 同 访 
gs: Ha(SAWL)—> HalK). 
fg 是 恒 同 映射 
=1: Sa LL—>L 
的 一 个 单纯 逼近 上 命题 5.9 的 ( 江 )], 它 话 导出 同 态 (命题 2.4) 
f.9:: Ha(SA™L)—> Ha(L). 
因此 f,9, 是 恒 同 映射 1: Sa™ LL 一 上 所 决定 的 星 形 同 态 (图 7). 
模 据 上 一 段 的 论述 ,ff,g, 就 是 zx”, 所 以 是 同 构 。 然后 纯粹 从 群 
i ”J/. £5 考虑 ,下 ,必定 是 满 同 态 ，( 复 习题 .) 
这 里 诈 明 了 的 车 孙 是 : 有 具有 星 形 性 质 的 
局 难 所 决定 的 星 形 同 态 是 满 同 态 . 把 这 和 精 琳 
gu 5 应 用 到 星 形 同 态 9,, 立 到 得 知 9. 也 是 满 同 
态 ， 然 后 绸 纯粹 从 群 考虑 , 容易 从 f.9; 是 同 
构 推 知 f, 是 单一 同 态 .( 复 习题 .) 于 是 f, 是 
SaimL 同 构 .这 就 完 戊 了 第 一 步 的 证 明 . 
7 第 二 步 , 不 假定 同 且 pg: 一 上 具有 星 形 
性 质 ， 则 存在 一 个 整数 + 二 0 使 得 2: SQ"K -> 工具 有 星 形 性 质 ，; 
这 时 候 
fF San: HA(K) —>H,(L) (4) 
是 同 构 , 这 里 的 了 "是 由 9p:1S4n?K 一 荆 所 决定 的 、 同 届 群 之 冰 的 
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星 形 同 构 〈 第 一 步 的 结论 )， 而 Sax? 是 了 个 重 分 同 构 Ha(K) 一 
已 (84K ) 一 … 一 oo 下) 的 积 ( 定 理 4.3)、] 了 

因为 本 定理 ， 一 个 复 形 的 同调 群 能 够 看 作 是 这 复 形 的 多 面体 
的 同调 群 . 

附 记 式 ( 纪 中 的 同 构 是 否 依赖 于 7 与 4 了” 昵 ? 这 问题 的 
解答 见 下 一 节 中 定理 6.1. 


6. 映射 的 同调 性 质 . 同调 群 的 伦 型 不 变性 .Brouwer 
不 动 点 定理 


本 节 将 继续 前 一 节 的 讨论 ， 来 证 明 更 广泛 的 三 个 基本 定理 
(6.1, 6.3 与 6.5). 
Brouwer 不 动 点 定理 在 数学 中 有 广泛 的 应 用 . 利用 我 们 在 本 
章 中 所 建立 的 同调 论 工具 , 它 的 证 明 是 十 分 简短 的 . 
上 节 末 尾 附 记 中 所 提出 的 问题 的 研究 ， 立 刻 引 导 我 们 得 到 下 
面 的 定理 . 
6.1 定理 (映射 的 同调 性 质 ) 设 玉 与 工 是 两 个 复 形 , 而 且 
0: 民 一 万 是 一 个 映射 设 ( 关 90) 是 任 一 整数 使 得 p : Sa?K 一 二 
具有 星 形 性 质 ,而且 f:Sd?K 一 LL 是 9p:Sa"K 一 >L 的 任 一 单纯 表 
近 ( 定 理 5.8). 则 同调 群 之 间 的 同 态 
| fSan: HK)—>Ha(L) (1) 
不 依赖 于 了 与 有, 这 里 的 六 是 由 9 :SdnK 一 工 的 单纯 逼近 了 所 
决定 的 、 同 调 群 之 间 的 星 形 同 态 ,而 Sax? 是 7? 个 重 分 同 构 Ha(K) 
> 有 HA(SdK ) 一 …-> 有 HA-(SQ"K ) 的 积 . 
我 们 把 PSae 叫 作 映射 p:K 一 上 所 诱导 出 的 同 态 , 记 作 9p: 
PP 一 Sa 
证 明 根据 命题 5.9 中 的 (让 ,我 们 只 知道 ,对 于 给 定 的 7， 
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pg。 /Sdo’ 不 依 天 于 玫 . 
: 现在 设 3(>0) 是 另 一 整数 ,使 得 


spo Pp:Sd%E > 工具 有 星 形 性 质 ,而且 有 一 单 
炖 逼近 9:SdK 一 了 ; 因而 得 另 一 同 态 
ganK ge ga :有 so(KK) 一 如 co(ZL)。， 我 们 的 目的 是 
要 证 明 z 
SG ga 一 太 Sd :HaAK)—> HL). (2) 
(图 8 可 以 帮助 理解 下 面 的 证 明 .) 
SawR 可 假设 3 宇 7，, 而 不 妨 一 般 性 . 命 Sd ” 
8 为 下 列 :一 ”个 重 分 同 态 


H,(SANEK) -> Ho(SaridkR) -> H,(SddK) 
的 积 , x 为 下 列 s 一 7 个 (任意 取 定 的 ) 标 准 映射 
SAaVEK -> Sd-DEKR >...—> SANK 
的 积 ， 然 后 从 Saq*”” 等 定义 ,有 


Sd@ = Sd Sq, (3) 
而 且 从 定理 4.8， 有 
mT = {Sa "}, (4) 


根据 例 5.1 与 命题 5.9 中 的 (让 i), fx"™?: SAYK 一 也 也 同 9 
一 样 的 是 上 映 射 p :S23K 一 了 的 单纯 逼近 ;因而 根据 命题 5.9 中 的 
.ii) 与 命题 2.4， 
gu =f ure :Ha(SdVK)—> Hl). (5) 
然后 根据 式 (5) 、 式 (4) 与 式 (3), 得 
gS =f Te" dy 
=f,{Sde"}-1Sa® 
=f ,Sde’; 
这 就 证 了 明了 式 (2). 时 
6.2 定理 ”如果 gp:K 一 上 , 汪 :L>M 都 是 从 复 形 到 复 形 的 映 


6. 映射 的 同调 性 质 。 同 调 群 的 偷 型 不 变性 。Brouwer 不 动 点 定理 165 

射 ,和 (Vp) = yp: Ha K)—> Ha(L). 

证 明 设 8(>0) 是 一 整数 ， 使 得 出 ;90 一 弄 具有 星 形 
性 质 而 且 有 -- :单纯 逼近 9〈 和 定理 5.8). 根据 前 一 定理 ,有 

v=9Sd: HL) —> Ha(M)., 

发 7 了 (z0) 是 一 整数 , 使 得 p: 8d K -> S43L 具有 星 形 性 质 
而 且 有 一 单纯 逼近 了 (图 9，、 命 亚 2 为 下 烈 s 个 (在意 取 定 的 ) 标 
准 上 映射 

8Sde) 万 -> Sadce-1 万 一 … 一 > 也 


GO 


SaAanNFKR 


的 积 .。 然后 ,根据 前 面 儿 次 用 过 的 论 诈 , 推 知 亚 “了 了 : S49?K->L 上 是 
具有 星 形 性 质 的 上 映射 :8 下 一 也 的 一 个 单纯 逼近 .因而 ,根据 
定理 6.1， 
pu— mf Sd :HalK)—> /HalD). 

现在 Vp:SQmK >M 具有 星 形 性 质 ， 而 且 有 一 单纯 逼近 

gf :Sado 玉 一 到 .所 以 
Wo) =9 fA :HAEK)—> HM). 
但 从 定理 4.3, 有 
SaVw Y=1; 
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于 是 
(yp), = .np,. 1 

本 池 中 将 证 明 的 另 :-- 个 菩 本 定理 是 : 

6.3 定理 同 偷 的 轴 射 p 全 册 : 天 一 了 请 导出 同一 个 同 态 
p= ph: Ho KR)—> Ha(D). : 

在 证 明 本 定理 之 前 ,我 们 需要 找 出 同和 偷 映射 与 单纯 允 近 
的 联系 巧 VSy: 开 一 人 从 2 到 由 的 偷 移 刀 :2 人 由 是 映射 
1:|K|xI 一 工 (定义 了 9.1)， 如 果 记 p(x%)=H(x, woE| 开 |， 
Ot<l1 BEItEIT, po=9, pi1=Y. 

6.4 引 理 设 9g, 由 :KK-> 工 是 间 偷 的 两 个 映射, 而 且 
如 :gpg 之 由 ,这 里 且 : |K|xI 王 上， 则 存在 一 个 正 整 数 上 与 一 个 整 
数 7"( 关 0) , 使 得 对 于 及 =1, 2, 8， 映射 Poa-D/ 3 Pn/ SANK 
-> 二 具有 星 形 性 质 而 且 有 一 个 公共 的 单 厌 逼近 :Sd4nK 一 > 工 . 

证 明 工 的 侈 体 开 星 形 st 8 形成 | 工 | 的 一 个 开 复 六 ， 生 然 
4 连续 , 如 (st 61) 就 形成 |K|xI 的 一 个 开 复 盖 (图 10). 
[Kx 了 工 是 一 个 烈 紧 度 量 空间 ,根据 定理 TI5.2, 存在 -一 个 Lebesgue 
数 入 , 使 得 ;K| xI 的 直径 小 于 入 的 任 一 子 集 完全 属于 一 个 
有 H1 (st 1)， 取 7 使 得 SdwR 的 单 形 的 直径 的 最 大 值 < 和信， 取 


于 是 对 于 SemAK 的 每 - 开 星 形 Stai 及 有 一 1，…, hb, staix 
hl , _. .. . | _ 
[| 二， 半 | 的 直径 小 于 和 ,因而 至 少 属于 一 个 太 -1Gst 的。 改 


(h—1)/k h/k 1 
10 |x|xI=s2x1 
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st a’ x bos | CH1i(stb 50). H(t @' x | 全 = 人 |)c 
st Di0D ,所 以 on 人 (st oa) Cst BhD gr(st oi) Cst Bd. 把 
出 顶点 对 应 go 一 > 64% 所 决定 的 单 祁 映射 记 作 :Saq"?K 一 上 上. 则 
fo 是 映射 go_p 与 pwis 的 公共 的 单 祁 到 近 ( 见 定理 5.6). 了 
定理 6.3 的 证 明 用 引 理 6.4 的 结论 ， 因 为 g=wo : SdnK 
一 了 与 业 一 9a: de 天 一 工具 有 星 形 性 质 ， 而 且 分 别 有 单 纯 壳 这 
7D:SdoR -> 工 与 1:SqnK -> 工 , 从 定理 6.1 有 
Ps 一 So， Vf Sa . (6) 
双 因 为 pnx:SQam KK 一 工具 有 星 形 性 质 ,而 且 ,ft*: Sa KK 一 L 
都 是 gn 的 单 感 逼近 ,从 定理 6.1 又 有 
foSAN fasSdr, he=l,.…,b—1. 
这 些 方程 结合 着 方程 (46) 就 给 出 所 求 的 结论 . 生 
从 定理 6.1 到 6.3 我 们 立刻 得 到 下 面 的 主要 定理 . 
6.5 定理 (同调 群 的 偷 型 不 变性 ) ”如 果 多 面体 [天 | 与 | 也 | 具 
有 相同 偷 型 (定义 II9.4) , 则 复 形 K 与 也 的 同和 锥 同调 群 同 构 . 
更 明确 地 说 ,如果 上 映射 g : 一 工 是 同 偷 等 价 , 则 gp, 是 同 构 : 
px: Ha K)THa(D). (7) 
证 明 设 由 : LL 一 是 9 的 同 偷 道 ; 因而 炎 p 殖 上: 天 一. 
因为 这 个 恒 同 映射 工 是 单纯 喘 射 ,显然 
1, 一 恒 同 同 态 1: Hua(K) 一 Hu(K). 
根据 定理 6.1 到 6.3, 由 ,p= 一 1。 同样 地 有 px 一 4， 于 是 有 式 
(7) ,以 及 谍 二 97 .1 
定理 5.7 显然 是 本 定理 的 推 葵 . 本 定理 的 证 明 与 定理 5.7 的 
证 骨 虽 有 相 伺 之 处 ,但 前 者 着 未 用 后 者 . 


以 下 我 个 从 本 当中 的 定理 推导 Brouwer 不 动 点 定理 . 
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6.6 定理 2 和 维 球 S* 的 恒 同 鼎 射 不 能 扩 线 (定义 I3.1 后 ) 破 
映射 9p: 了 ”一 8", 这 里 的 V" 是 以 5" 为 面 的 实心 球 . 

证 明 从 连通 性 考 压 ,m=0 时 的 命题 是 明显 的 . 发 %>0. 
再 澳 , 因 为 扩张 是 拓 提 概念 ,我 们 可 假设 VY=s"r?， 857 一 | 名 ?| 而 
人 不妨 一 般 性 , 这 里 的 8** 是 一 个 %% 十 1 条 的 单 形 , 也 看 作 是 它 的 团 


snr 包 复 形 . 
命 纪 名 人 ->g"1 为 包含 映射 .用 反 
¢ 证 法 ， 坑 荆 : 部 并 > 部 全 能 扩张 为 小; 8" 
一 这 因而 6==1 (图 起 ). 根据 定理 
Sn+j 1 st 6.2, 有 由 xin= 二 1. 但 这 是 矛盾 ; 因为 
图 11 媚 , 8) 一 0 荐 洱 灿 wins 是 需 同 态 , 因 而 


不 可 能 是 恒 同 同 构 1: Hi(81) 一 大) 了 

: 6.7 定理 (Brouwer 不 动 点 定理 ) % 准 实心 球 V"* 的 任意 自 
卫 射 pg: 了 ”>V* 至 少 有 一 个 不 动 点 , 即 译 少 有 一 个 点 ZEV" 使 得 
5 (FT)=%. 

证 明 mn=0 时 命题 是 丕 唐 的 . 发 
nn 之 0. 用 反 证 法 . 说 对 于 任 一 点 WEV"， 
g (2) 关 w， 然 后 有 向 禾 段 9 (2)z 的 延长 交 
S” 了 于 一 点 由 (2)( 图 12); 站:V ”>S” ?是 
一 个 映射 ，( 见 习题 1.) 现在 业 |8"!= 重 
同上 映射 ;这 与 定理 6.6 矛盾 . 了 图 12 

附 记 我 们 是 用 定理 6.6 诈 明 定理 6.7 的. 其实 ,定理 6.7 
也 苇 涵 定理 6.6 (见习 题 3) .可 以 说 这 两 个 定理 是 互相 “等 价 的 ， 
只 要 用 茶 种 方法 证 明了 其 中 之 一 , 另 一 个 就 成 为 推荐 还 有 一 个 
与 它们 -等 价 - 的 定理 :8 的 恒 同 映射 非 需 偷 (定义 19.1 后 ).( 复 
习题 .) 
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在 结束 本 节 之 前 ,我 们 要 提 一 提 常 用 的 一 个 定义 . 

6.8 定义 设 天 与 了 都 是 %(>0) 维 的 能 定向 的 闭 假 流 形 ， 
而 且 & 与 B86 分 别 是 它们 的 基本 闭 链 (定义 4.1 后 )， 从 而 分 别 是 它 
们 的 % 维 的 整 同调 群 (都 过 J 的 生成 元 ， 如 果 上 映射 p:K 一 工 使 得 
Prx(0) 一 kB( 这 里 必然 是 一 个 整数 ), 就 叫 作 9 的 映射 度 , 记 作 
deg 2. 

根据 定理 6.3， 还 有 : 1 全 9 一 deg 9' 一 aeg yy。 


习 题 

1. 试用 解析 式 子 证 明 ; 图 12 中 的 由 (z) 是 映射 

2， 试用 定理 6.7 来 证 明定 理 6.6. 

3. 设 (ao) 是 一 个 % 阶 的 实 方 阵 , 其 元 素 as 都 非 负 数 ， 而 且 其 行列 起 
Ja 0。 Jrobenius 定理 说 ; 这 样 的 一 个 方 阵 (av) 有 一 个 正 的 实 特征 根 ; 
即 存 在 一 个 正 实数 入 使 得 | 一 1 =0, 这 里 3 一 0 当 i 半 7j 而 且 64= 工 ， 

[提示 : 考虑 射影 空间 P” ?的 自 映 射 

C= Yar, t=1,2,.…, 1, 

并 说 明 它 也 是 一 中 的 由 32; 之 0 决定 的 一 个 % 一 1 维 单 形 的 自 映射 ，] 

4. 设 9:5%>5° 是 二 维 球 5? 的 一 个 自 映射 . 试 作 一 个 映射 9, 使 得 deg 9 
等 于 给 定 的 任 一 整数 无: 

把 性 换 成 环 面 , 解决 同样 的 问题 . 
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Lefschetz 不 动 点 定理 7.3 是 关于 多 面体 的 自 上 映射 的 不 动 点 
存在 的 定理 . 而 Brouwer 不 动 点 定理 6.7 只 是 关于 w%(>0) 维 实 
_ 心 球 这 一 特殊 的 多 面体 的 ,所 以 只 是 定理 7.3 的 特例 . 

本 节 内 容 具 是 定理 7.3 的 证 明 . 本 节 中 的 链 群 和 同调 群 等 都 
限于 以 整数 加 群 为 其 系数 群 . “ 

”为 着 叙述 这 个 定理 , 先 要 引进 一 些 概念 . 
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弱 同 调 的 概念 Lefschetz 不 动 点 定理 的 叙述 


设 人 是 一 个 复 形 ， 对 于 闭 链 %,z'€ Zo(K), 如 果 存 在 非 零 整 
数 澡 使 m(z 一 2') ~0, 则 称 > 与 x 弱 同 调 . 

显然 ,Za(K) 中 全 体 弱 同 调 于 0 的 元 素 组 成 Zo(K) 的 一 个 
于 和 群 。 这 个 子 群 就 是 Be(K) 在 ZlK) 中 (也 是 在 Cs(KK) 中 ) 的 除 
闭 包 Ba(K), 叫 作 了 的 9g 维 弱 边缘 链 群 。 记 

HA(K)=Ze(K)/B(K), 

叫 作 玉 的 9g 维 弱 同 调 群 . 

根据 命题 B5.3， 克 o( 五 ) 是 自由 群 ,而 且 

HK)~ Hu(K)/TAK), | 

其 中 To(K) 表 不 瑟 ( 上 ) 的 挠 子 群 . 

设 了 一 {fo} 是 复 形 K 到 工 的 一 个 链 上 映射 , 则 f, 将 Bo(K) 映 
到 Bu(L) 中 .事实 上 ， 如 果 zE B,(K), 则 有 非 零 整数 m 使 得 
mz€ BAK), 从 面 mfa(2) =falmz) € Ba(L), 所 以 f(z) € BCL). 
于 是 了 诱导 出 弱 同 调 群 的 同 态 f= {f4.); 

fu: HK)—>H(L). 

在 定理 6.1 中 ,如 果 把 同调 群 换 成 弱 同 调 群 ,对 定理 的 证 明 是 
个 会 造成 任何 困难 的 . 于 是 得 到 

?.1 定理 设 与 工 是 两 个 复 形 ， 而 且 wp: 忆 一 研 是 一 个 连 
续 映 射 。 设 ">0 使 得 pg:S4TK->L 具有 星 形 性 质 , 而且 上: 
Sd"K 一 工 是 g:Sd"K->L 的 一 个 单纯 冯 近 ， 则 弱 同 调 之 闻 的 同 
太 


f .Sd":H(E)->FH(L) 
不 依赖 于 了 和 了, 把 它 记 作 y,: 
9: =f Sa, 
“7.2 定义 设 9 是 ” 维 复 形 玉 的 一 个 自 映 射 ， 数 
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2 (DTr(pm, HelK)) 
叫 作 o 的 Lefschetz 数 , 记 作 上 (9). 


LP) =D -DTr(pe, HalK)), 


这 里 的 迹 数 记号 Tr 见 命题 B65.1. 

现在 我 们 能 人 氢 述 

7 了 .3 定理 (Lefschetz 不 动 点 定理 ) ”如果 维 复 形 KK 的 一 个 
自 映 射 9 的 Lefschetz 数 L(gp) 天 0， 则 2 至 少 有 一 个 不 动 点 . 

在 证 明 这 个 定理 之 前 ,我 们 从 它 推 导出 定理 6.7 (Brouwer 不 
动 点 定理 ) 如 下 . 对 于 五 是 实心 球 广 , 五 or 站) ==0 当 9>0, 所 以 
Tr(pw，HolV")) 一 0， 而 从 零 维 同 调 群 的 几何 意义 有 Tr(yos， 
有 ,A(V")) 一 II. 因而 L(y) 一 4, 9 至少 有 一 个 不 动 把 。 


Hopf 这 数 引 理 ， 不 动 的 单 形 


为 了 证 明定 理 7.3, 还 需要 作 一 些 准备 . 
7.4 引 理 (Hopf 迹 数 引 理 ) ”如 果 hh= {fi} 是 复 形 KK 到 上 自身 
的 链 映射 : 
ha:Ca( K )—>00(K), 
有 ,是 它 诱导 出 的 弱 同 调 群 的 自 同 态 ; 
hos: Ha(K)-—>H,(K), 
则 


址 


DD Tr ho, HK)) -DDTr(he CA K)). 


ga=0 


在 证 明 这 个 引 理 之 前 , 将 它 和 定理 JI. 5.3 (Euler-Poincaré 
公式 ) 作 一 比较 . 如果 设 有 就 是 恒 同 同 态 , 则 TrCh，04(KK)) 等 于 
五 的 9 维 单 形 的 个 数 mq, 而 Tr (ho,， 瑟 (K)) 等 于 上 的 9 维 Betti 
数 Re， 于 是 引 理 的 结论 就 可 写成 
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SD (~—1) R= 3 (—1). 
和 一 个 ga=0 


这 入 是 Euler-Poincaré 公式 . 因此 ， 引 理 7.4 可 看 作 fuler- 
Poincar6 公式 的 推广 不仅 如 此 ， 它 的 证 明 方 法 也 同 Fuler- 
Poinear6 公式 的 证 法 相似 ,而 区 别 在 于 ; 后 者 用 链 群 的 秩 ， 而 前 者 
用 和 链 群 自 同 态 的 迹 数 . 

证 明 对 Zo(K), hr 应 用 迹 数 可 加 性 定理 (B 5.4), 得 到 

Tr(ho, Za KR))=Tr(ho, BAK))+Tr(hy, Hal(K)). (1) 
设 hs:O0s(KK)/Zol(K)>0so(K)/Zo(K) 是 ha 诱导 出 的 同 态 , 对 
Co(KK), ho 应 用 迹 数 可 加 性 定理 , 得 到 

Tr ha, Oa RK))=Tr(ha, ZalK)) 


+Tr(h, Oi(K)/Z( RK)). (2) 
把 (1 代入 (2), 得 到 | 
Tr (he, Ca(K))=Tr(h, Ba(K)) +Tr (ho,, Ha(K)) 
+Tr(h,, OK) /Zo(R)). (3) 


因为 边缘 同 态 4:0,() 一 Bo_i(K) 是 满 同 态 , 而 且 8 核 = 
Gu( 尼 )， 则 可 诱导 出 同 构 
du:Cd(K)/Z(K)—>B, 1(K). 
而 且 有 ha_i64=6ohy， 事 实 上 ,对 于 w*EO4(KK)/Zo( 民 ) 与 必 的 代 
表 x,， 有 
ha_10¢ (2”) 一 hoa-_10g (2) 一 Oaha (2) 
= Oa( (ha(2))’) 一 入 po(o”). 
根据 命题 B5.2 得 到 
Tr (hy, Co( 开 )/1Go( 民 ))=Tr(oo 1s, Bol(K)). 
把 它 代入 (3), 得 到 
Tr (ho, CuKR))= Tr(hy,, Ha(K)) +Tr(h, BR)) 
+ 人 Tr(hes, Bei(K)). 
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这 就 给 出 
DTr Wo OK)) = DTr (Go, HlK)) 


+(—1)"r(h,, B,(K)) 
十 Jr 1, BK)). 


因为 B,( 玉 ) 一 0, B_1() 一 0, 所 以 有 本 引 理 的 结论 ，】 
由 引 理 7.4 可 知 ,对 于 定理 7.1 中 所 述 的 p, 了 与 mw 有 


L(9) -DDT (faSdy’, OK)). 


设 :SdmKK->K 是 一 个 单纯 上 映射， 是 SdwK 的 一 个 单 形 . 
如 果 s 在 了 下 非 退 化 , 即 把 s 映 成 中 一 个 相同 维 数 的 单 形 志 
而 且 s 就 在 Sd 六 中 , 则 称 8 是 了 的 一 个 不 动 单 形 . 

如 果 规 定 了 s 的 一 个 定向 , 得 到 定向 单 形 s 而 且 由 于 的 对 应 
关系 决定 主 的 一 个 定向 , 得 到 定向 单 形 坟 则 s 在 Sdex 中 出 现 的 
系数 或 是 十 1, 或 是 一 1, 而 且 正 负 的 取 定 与 定向 的 选择 无 关 (8 
的 定向 与 的 定向 同时 改变 )、 因此 我 们 可 按 这 系数 的 正 负 把 
的 不 动 单 形 分 成 正 、 负 两 类 . 

7.5 定义 设 j:Sdo 玉 ->K 是 单纯 映射 ,把 了 的 9 维 的 正 的 
不 动 单 形 的 个 数 与 9 维 的 负 的 不 动 单 形 的 个 数 之 差 称 作 了 的 维 
的 不 动 单 形 的 个 数 . 

7.6 引 理 设 了 :8SdwK->K 是 一 单纯 映射 , 则 了 的 g 维 的 
不 动 单 形 的 个 数 等 于 Tr (foSd”, Cs(K)). 

证 明 设 { 织 ,9=0, 1 …, %, 5% 一 1,2, …, ag, 是 区 的 有 
向 单 形 的 一 个 基本 组 , 则 组 级 …, 训 , 组 成 Ca(K) 的 一 个 基 ， 设 


faS dy”’ (#) -> Wai 好 ， 1 一 十 ， "**, Oa. 
= 了 
按照 迹 数 的 定义 ， 
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Tr(faSdy’, Ou(K)) = ou 
而 且 ou 恰好 是 了 在 Sam 中 的 9 维 的 正 的 不 动 单 形 的 个 数 与 9 
维 的 负 的 不 动 单 形 的 个 数 之 差 , 因此 也 ou 就 等 于 了 的 9 维 不 动 
单 形 的 个 数 ，】 


Lefschetz 不 动 点 定理 证 明 的 完成 与 附 记 


定理 了 .3 的 证 明 由 于 ! 及 | 是 列 紧 的 , 而 且 9 是 连续 的 ,只 
需要 证 明 : 对 任 一 >0， 存 在 一 点 ZE 1K|, 使 得 p(w, 9g(%)) <<s. 

设 给 定 了 se>0. 不 妨 设 玉 的 每 个 单 形 的 直径 都 小 于 se/2( 否 
则 用 区 的 适当 次 重 分 来 蔡 代 及 )， 设 >>0 使 得 p:SQK->K 
具有 星 形 性 质 ， 而 且 了 :S84WK->K 是 9:8doR -> 的 一 个 单纯 
盟 近 ,因而 对 于 每 一 点 2€ |K |,p(f (2),9(%)) <8/2. 

根据 引 理 7.4， 

Lp) -=D -DT (faseg CAE)). 
从 本 定理 的 假设 L(g) 关 0, 则 至 少 有 一 个 9 使 得 
Tr(faSd", Ci(K)) #0. 

再 用 引 理 7.6, 推出 了 至 少 有 一 个 9 维 的 不 动 单 形 g1, 那么 对 于 
中 的 扣 >，p(7，jf (2)) 二 e/2. 于 是 


po OO <plr, f (2))+p(f 2), g(2)) <e. 3 


附 记 1 把 定理 6.3 中 的 同调 群 改 成 弱 同 调 群 , 则 得 到 . 同 伦 
的 映射 gp 之 让: 天 一 工 诱 导出 同一 个 同 态 9 一: H(K) 一 了 (DL). 
于 是 , 知 玉 的 两 个 月 映射 wo 由 同 伦 , 则 工 (po) = 工 ( 风 ) ， 这 个 结论 ， 
有 时 能 帮助 我 们 计算 Lefschetz 数 . 

附 记 2 我 们 定义 Lefschetz 数 是 用 的 自由 群 的 自 同 态 的 迹 
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数 ,为 此 要 限制 链 群 以 整数 加 群 为 系数 群 , 并 要 引进 弱 问 调 的 概念 
(同调 群 不 一 定 是 自由 群 ). 我 们 也 可 用 有 理 数 域 @ 来 蔡 代 整数 加 
群 , 作为 系数 群 , 这 时 链 群 ， 同 调 群 都 成 了 Q@ 上 的 线性 空间 , 因而 
可用 线性 变换 的 迹 数 来 蔡 代 自由 群 的 自 同 态 的 迹 数 . 关于 这 一 回 
题 ,可 说 明 如 下 . 用 有 理 系 数 的 同调 群 定义 的 Lefsehetz 数 与 用 整 
系数 弱 同 调 群 定义 的 Lefsehetz 数 是 相等 的 ,所 以 也 是 整数 .原因 
是 ,在 链 群 上 看 ,单纯 映射 在 有 理 系 数 链 群 上 诱导 的 链 映 射 与 它 在 
整 系数 链 群 上 诱导 的 链 映 射 ,它们 的 方 阵 是 同一 个 整数 方 阵 . 


习 题 


1. 零 调 的 ” 维 复 形 的 任 一 自 映 射 至 少 有 一 个 不 动 点 . 

2. 2 维 复 形 的 任 一 同 伦 于 零 的 自 映 射 有 下 动 点 . 《参看 附 记 工 .) 

3， 如 果 ? 维 复 形 的 了 uler-Poineare 示 性 数 不 等 于 零 ， 则 它 的 任 一 同 伦 
于 恒 辣 映射 的 自 上 映射 有 不 动 点 . 

4. 设 f 是 % 维 球 S8” 的 自 映射 , 1(5") 直 5S", 求证 了 有 不 动 点 ， 

5. 求证 Poincaré-Brouwer 定理 : 当 ”为 偶数 时 , 2 维 球 S” 的 自 上 映射 或 
具有 不 动 点 ,或 有 一 点 a, 使 得 了 (a) 是 a 的 对 径 点 . 

6. 如 果 了 是 % 维 (n 是 偶数 ) 射 影 空间 P” 的 自 映 射 , 则 了 有 不 动 点 。 
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在 第 三 章 中 我 们 引进 了 同调 群 . 现在 在 本 章 中 , 我 们 将 改 用 
上 边缘 (8 2) 与 相对 边缘 ($ 3) 的 概念 为 出 发 点 ,但 遵循 第 三 章 中 的 
方法 ,另行 引进 三 种 同调 群 ， 上 同调 群 . 相 对 下 同 油 群 与 相对 上 同 
- 调 群 。 按照 本 章 的 意义 ,第 三 章 中 的 边缘 与 同调 群 此 后 分 别 改 叫 
作 下 边缘 与 下 同调 群 . 

为 着 说 得 更 明确 一 些 ， 设 区 是 一 个 复 形 ( 本 书 中 只 限于 有 限 
复 形 ) , 而 且 工 是 玉 的 一 个 非 空子 复 形 ， 则 区 与 工 都 各 有 下 同 
词 群 与 上 同调 群 ; 而 相对 于 工 说 , K 有 相对 下 同调 群 与 相对 上 同 
酒 群 。 复 形 玉 与 其 子 复 形 工 的 这 四 种 同调 群 有 密切 的 关系 ， 反 
映 K 与 工 的 几何 性 质 之 间 的 关系 本章 中 有 不 少 定理 与 例子 ， 
说 明 这 种 关系 。 特别 重要 的 是 与 工 的 同调 序列 这 一 概念 及 其 
定理 (定理 4.4 与 4.40). 

由 于 下 边缘 、 上 边缘 与 相对 边缘 各 有 其 几何 意义 ,这 四 种 同调 
群 自然 各 有 其 作用 。 本 章 最 后 一 节 的 内 容 就 是 证 明 一 个 重要 定 
理 , 流 形 的 对 侦 定理 ($ 7); 它 的 证 明 就 将 综合 地 用 到 下 同调 群 、 上 
同调 群 以 及 相对 下 同调 群 


1L. 同 态 群 


本 节 讨 论 交 换 群 ， 可 以 看 作 是 附录 卫 的 继续 ， 它 是 下 一 节 所 
需要 的 准备 知识 ， 
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设 4 与 G 是 任意 两 个 群 (本 节 中 内 限于 交换 群 )、 考 虚 所 有 
的 从 群 4 到 群 9 的 同 态 .对 十 任意 两 个 这 种 的 同人 访 了 志 hh, 用 
(fh) (0)=f(0) +h(o), CE 
来 定义 它们 的 和 了 十 h， 容 易 验证 , 这 就 使 所 有 的 这 种 同 态 形 成 一 
个 交换 群 ， 叫 作 从 群 4 到 群 G 的 同 态 群 , 记 作 Hom(4, G)， 我 


们 还 把 f(4) 写作 
Cf, @), 
叫 作 了 与 a 的 有 Kronecker 积 或 指数 . 容易 看 出 ,《f, Qo) 是 了 与 4 
的 双 线 性 函数 . 汪 
如 果 4 不 是 群 , 而 是 向 量 空间 , 而 且 G 是 实数 域 , 则 在 向 量 、 
空间 的 理论 中 Hom(4, G) 叫 作 4 的 对 偶 空 间 . 7 
本 节 先 考 嵌 任 意 群 4 与 G 的 Hom(4, G), 然后 只 限于 4 《 
是 有 限 维 的 自由 群 以 及 G 是 整数 加 群 J。 这 两 部 分 中 只 分 别 讨 由 
论 “ 对 偶 同 态 ” 与 “对 偶 基 ”这 两 个 概念 . a 
1 命题 设 4, B 与 G 都 是 任意 群 ,而 且 下: 4-> 了 是 一 个 ， 
辐 态 . 对 于 任意 元 素 a€ 4 与 任意 元 素 BEHom(B，G)， 用 下 烈 四 


方程 
f°(B), o> = &B, f (0)> (DD) 


来 定义 了 六. 则 六 是 一 个 同 态 ， 也 om(B，@) 一 了 om(4, G)， 同 
态 f 叫 作 了 的 对 偶 同 态 . 
我 们 通 笛 用 下 面 的 图 来 形象 地 表 出 了 与 太 以 及 式 (1). 
ga€4-7>B 
| 
Hom(A, G) < Hom(B, GQ)38 
《f° (8), o>=<B, f(a)> EG 
证 明 从 式 (1)， 对 于 一 个 给 定 的 B68, 了 (8) 是 一 个 单 值 对 
应 4 一 G， 因 为 式 (1), 因为 ff 是 同 态 ,以 及 因为 Kronecker 积 是 
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第 二 个 变 元 的 线性 函数 ,所 以 对 于 ai，csE4， 
《f° (B), ot os> = <B, fatas)> = <B, f(a) +f Cas)> 
= <pB, f(a1)>+¢B, f(aa)>=&f (BB), a + f° (B), a2>. 
这 就 说 明了 三 (9) :4 一 G 是 一 个 同 态 , 即 (B68) € Hom(4, G). 
再 者 ， 因 为 式 (1) 以 及 因为 Kronecker 积 是 第 一 个 变 元 的 线性 函 
数 , 所 以 对 于 aE 4 与 Bi, Bs€ Hom(B, G), 
<f (Bit+pB2), a>= Bit+ps, f(a)> 
= Bi, f (0)>+ Bs, f (0)>= Ff (BY), o> +f' (Ba), o> 
= 《<f (BD) +f (Bs), o>. 
因为 a 是 4 的 任意 元 素 , 这 就 给 出 
f (Bit+pBa) =f (BD) +f (Bs). 
这 就 证 明了 f':Hom(B, 9) 一 Hom(4, 9G) 是 一 个 同 态 . 1 
1.2 推论 ”如果 同 态 f:4>B 与 h:B->C 的 对 偶 同 态 分 别 是 
f':Hom(B, 9)—>Hom(A, G) 与 :Hom(C, G)— Hom(B, G9), 
则 同 态 有 :4 一 0 的 对 偶 同 态 是 
WU) =f'h :Hom(O, 0)—>Hom(A, G0). 
证 明 对 于 任意 元 素 a€4 与 YE€Hom(C, G)， 
hf) (7), o> = AY, (hf) (a)>= <Y, hf (la)> 
=<h (7y), f(0)>= fh (Y), a>. 
因为 a 是 4 的 任意 元 素 , 这 就 给 出 所 求 的 结论 ，】 
然后 分 别 从 推论 1.2 与 它 的 证 明 , 立 刻 得 到 下 面 两 个 推论 , 
1.83 推论 ”如果 群 与 同 态 的 表 
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具有 交换 性 , 即 了 =hf， 则 相应 的 丧 


Hom(4A, 


Horn (B, 0) Hom (C0, @) 


也 具有 交换 性 , 即 广 = 了 hh. 
1.4 推论 1f=0( 零 同 态 ) 列 涵 万 关 = 一 0.，] 


现在 我 们 只 限于 考虑 有 限 维 的 自由 群 4 与 它 的 同 态 群 
Hom(4, J/).。 以 下 的 讨论 都 是 从 妹 县 有 有 限 基 这 一 事实 出 发 
的 . 

1.5 引 理 如果 于 = {wm ca …， zr} 是 % 维 的 自由 群 和 4 的 
一 个 基 , 而 且 9g1,，9s,…, gn 是 任意 % 个 整数 ， 则 辣 态 群 Hom 人 (A4， 
v ) 中 怡 有 一 个 元 素 a, 使 得 - 

a, WO VL=1, 2,.…, n. (2) 

证 明 的 任 一 元 素 4 有 唯一 的 表示 :4== Bmw mn 整数 ; 
出 于 上 ronecker 积 是 第 二 个 变 元 的 线性 函数 ， 对 于 Hom (4, J) 
的 任 一 个 元 素 w， 

C0, 4) = Tmo, v1). 
从 这 个 式 子 立 刻 推 知 ， 如 果 Hom(4, 7) 的 元 素 a 满足 式 (2)， 则 
它 在 4 的 元 素 ec 处 所 取 的 值 
a, 4) = Eng (3) 
都 完全 确定 了 ; 这 就 是 说 ，Hom(4, 了) 中 至 多 有 一 个 元 素 a 满足 
式 (2)、 男 - -方面 , 如 果 用 式 (2) 作为 在 基 对 上 定义 的 函数 <， 再 
根据 (以 整数 为 系数 的 ) 线性 扩张 得 到 在 4 上 定义 的 函数 w 则 
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x:4 一 / 显然 是 一 个 同 态 ; 这 就 是 说 , Hom(4, J) 中 至 少 有 一 个 
元 素 a 满足 式 (2). ]】 

6 命题 如 果 碟 ={fci za …, tr} 是 nn 维 的 自由 群 4 的 
一 个 基 , 则 同 态 群 Hom (4, J) 恰 有 一 个 基 82= 长 人， 台 }， 
使 得 

és T= 多 了 一 车 2,**, %n, 

这 里 的 54=1， 85 一 0 当 6 天 j， 因 而 Hom(4, 了) 也 是 nn 维 的 自由 
群 . 基 号 叫 作 互 的 对 偶 基 , % 与 6: 叫 作对 应 元 素 . 

证 明 根据 引 理 1.5, 对 于 每 一 个 ?2 
(4,J), 使 得 《Ei, oj 一 35， 所 以 只 需要 证 明 ， 号 一 发 1， 6，…， 
6:} 是 Hom(4, J/) 的 一 个 基 . 

首先 , 互 是 Hom(4, J) 中 的 一 组 线性 无 关 的 元 素 ， 事 实 上 ， 
如 果 之 946 一 0， 即 如 果 对 于 所 有 的 <cE 4， 

Pgs, o> = 29K6, 0 =0, 
则 特别 对 于 < 一 0 z 
0=<3 9, £7 = gE r=. 

其 次 , Hom(4, J) 的 每 一 元 素 a 都 是 号 中 的 元 素 的 一 个 线 
性 组 合 . 事实 上 ， 如 果 设 < 满足 式 (2)， 则 对 于 4 中 任 一 元 素 
0 一 之 ms0i， 有 式 (3)， 另 一 方面 ， 

《5 0> Lbs DV = EE, > 一 
把 这 式 子 替 入 式 (3), 得 
9, @7 — PE gi6s, 0 — Dg8s, a7; 
于 是 a=Zgisi. 】 

1.7 命题 设 X={vwi, To tr} 与 二 一 人 oo 分 
别 是 自由 群 4 与 B 的 基 , 而 且 台 = {61, So 5 与 如 一 1 六 ， 
7a ，M+ 分 别 是 福 与 Y 的 对 伪 基 ， 如 果 利 用 基 XX 与 了 时 , 同 
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态 f:4->B 的 方程 是 


f (mi) -Sifu 一 十 ， 2， "**, (4) 


这 里 fs 都 是 整数 ， 则 利用 对 偶 基 吕 与 五 时 ,对偶 同 态 f:Hom 
(B, JJ) 一 Hom(4,， J) 的 方程 是 


™ 
ri 
A 


fm -Bf jl 2 s, (5) 
方程 (5) 的 整数 矩阵 是 方程 (4) 的 矩阵 的 转 置 矩 阵 . 
证 明 因为 1 是 了 的 对 偶 同 态 ， 
Sf nm), T= Km, f (8;)>. 

因为 式 (4), 从 对 偶 基 的 定义 ,有 

<m, f (8;) > = Ch, 2 fn) = Sf sn Yr? = fn, 
如 果 六 (m0) = 二 gs8;， 同样 地 有 

Cf 0), > 一 《之 girtk, V7 = 2 ginKEn, 2) = qs, 
于 是 gy 一 fi 】 


习 是 


1. 试 直接 从 定义 证 明 Hom(J, 7) 完 J,， Hom(J,, J)=0, m 之 3, 
2. 试 证 明 Hom(Jm, G) 才 mG，m 二 0 或 之 2. 
3. 试 让 ;如果 ;4->B 是 满 同 态 , 则 了 :Hom(B, G)->Hom(4, G) 是 


te 
单一 同 态 . = 
4. 试 举例 说 明 : 如 果 f:4 一 B 是 单一 同 态 ， 则 f':Hom(B, G)>Hom ~ 
(4, G) 可 以 是 满 同 态 , 也 可 以 不 是 满 同 态 ， 
5. 试 证 : 如果 亡 4-> 互 是 同 构 , 则 了 :HHom(B, G)->Hom(4, G) 也 是 
同 构 ， _ 
6. 试 证 :如果 产 4-* 刀 是 单一 同 态 , 而 且 f(4) 是 B 的 直 加 项 , 则 机 
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2. 上 同调 群 


本 节 先 定义 以 任意 交换 群 G 为 系数 群 的 上 同调 群 ,然后 讨论 
整 上 同调 群 与 整 下 同调 群 (以 整数 加 群 7 为 系数 群 的 同调 群 ) 的 
关系 . 

在 读本 节 时 ,需要 熟悉 前 一 节 的 内 容 . 


上 同调 群 设 尺 是 mn 维 的 复 形 , 0O,(KK) 是 它 的 以 整数 为 系 
数 的 9 维 链 群 ( 见 第 三 章 ), 9 一 0, 1,…, mn, 而且 人 是 任 一 交换 
群 。 同 态 群 Hom (Cs(K), G) 惠 作 大 的 以 G 为 值 群 的 9 维 上 链 
群 , 记 作 QO?(K;G). 

OK;G) = Hom(Co(kK), 0). 
它 的 元 素 叫 作 K 的 以 G 为 值 群 的 9 维 上 链 . 为 着 区 别 起 抑 ， 此 
后 把 Co(KK) 叫 作 下 链 群 , 把 它 的 元 素 叫 作 下 链 . 注意 , 上 和 链 群 的 
维 数 9 写成 肩 标 . 

上 链 的 定义 值得 再 说 明 几 名 . 设 吧 是 任 一 9 维 的 上 链 , 因而 
它 是 一 个 同 态 : 

:Od(K)—>G. : (1) 
设 KK 的 有 向 单 形 的 一 个 基本 组 是 
1，9 一 0 1, 0, N, 2Z=1, 2, **. oo, 
而 且 设 (中 的 同 态 of 在 ECOo(K) 处 的 值 是 g;: EQ. 
Vis —>g9EG, =1, 2,.…, oy. (2) 
根据 命题 1.5, 给 定 了 任意 一 组 值 {gi}+, 式 (2) 就 唯一 地 确定 了 式 
(1) 所 给 出 的 一 个 上 链 角 ， 而 且 这 是 通过 以 整数 为 系数 的 线性 
扩张 来 确定 的 ; 即 如 果 zo 一 mms， 则 在 wo 处 的 值 是 7 (wo) = 
ni(s) 一 之 mi9t， 或 
oa:0v 一 > 了 0iE G. (3) 
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上 链 的 定义 式 ( 了 可 以 叫 作 函数 观点 的 定义 ， 从 式 (2) 与 第 三 
章 中 下 链 的 讨论 , 我 们 会 想到 , 要 使 这 个 上 链 8 也 有 一 个 以 G 的 
元 素 为 系数 的 线性 组 合 的 表示 


> is . (4) 


为 着 达到 这 个 目的 ， 先 对 于 %=i4,，2,…, ao,， 把 由 类 似 式 (2) 的 下 
述 式 子 

>g 而 833>0， 7 关 2， 
所 确定 的 特别 简单 的 上 链 , 记 作 人 包 ， 其 次 , 命 FF 的 线性 组 合 表示 
为 gi8t. 

MA = gt. 
最 后 , 根据 上 链 群 (作为 同 态 群 ) 的 加 法 , 一 家 FH; 从 而 得 到 表示 
式 (4)， 这 时 候 G 自然 也 叫 作 系数 群 . 
现在 ， 对 于 上 一 节 开 始 时 所 引进 的 Kronecker 积 这 一 名 称 

与 记号 , 我 们 可 以 作 如 下 的 说 明 . 设 内 = 之 08EOCo(K;i G)， 
2 一 misyEOo( 玉 )。， 从 玉 ronecker 积 的 定义 与 式 (3), 有 

《402，20o> = Wf (Ro) 一 之 5696 
另 一 方面 ,根据 上 链 的 线性 组 合 的 表示 ， 

Cf, va) = 《2 isl, Dnsy); 
因而 

D913, DNs = 2 ng. 
这 个 式 子 就 与 欧 几 里 得 空间 中 两 点 的 内 积 (参看 A832 中 例 3) 有 
相仿 的 形式 ; 因为 如 此 , 我 们 所 以 把 (wo) 写作 <， za>》, 并 叫 作 
Kronecker 积 . 因此 在 《sa>》 = 二 0 时 , 我 们 还 说 v1 与 we 互相 正 
交 ,， 并 记 作 只. 上 we， 或 ze 了 2. 
上 链 的 函数 观点 的 定义 与 线性 组 合 的 表示 各 有 其 便利 处 ， 在 

本 书 中 我 们 将 不 加 区 别 地 运用 这 两 种 看 法 ,但 在 说 明 几 何 意义 时 ， 
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特别 在 G=J 时 , 我 们 常常 侧重 用 后 者 . 


2.1 定义 设 尺 是 复 形 , Cs() 是 的 整 下 链 群 ， C2(; 
G) 是 KK 的、 以 G 为 值 群 的 上 链 群 ， 及 上 的 下 边缘 算 子 = 
:0 (EK)->C.1(K) 
的 对 偶 同 态 
8:071(K,G)->O"(K:;G) 
叫 作 到 上 的 上 边缘 算 子 (3 读 作 上 戴尔 塔 )”， 对 于 任 一 g 一 1 维 
上 链 7! 6g 是 一 个 9 维 上 链 , 叫 作 名 -的 上 边缘 . 算 子 5 当 
然 同 9 一 样 ,是 线性 的 . 
上 边缘 y++ 的 定义 也 值得 再 说 明 几 名 .对 于 任意 %uE04 
(及 ), 5y*! 是 由 
Cy, wo) = Cf!, ac (5) 
定义 的 ; 换 句 话说 ,对 于 任意 9 维 有 向 单 形 四 8ye 于 是 由 
《530 8 = op, 09 
与 (以 整数 为 系数 的 ) 线性 扩张 定义 的 ， 再 者 ,任意 上 链 % 都 是 
上 文 所 引进 的 特别 简单 的 上 链 好 于 的 一 个 (以 整数 为 系数 的 ) 线 
性 组 合 ,所 以 38y%-+ 可 以 由 + 的 线性 组 合 的 表示 与 
C1, > = Cf 39 
完全 确定 . 
现在 我 们 来 从 线性 组 合 表示 多 -一 gs- 求 59+ 的 线性 组 
合 表 示 ， 设 (参看 IIS2 中 式 (5),，IITS6 中 图 16) 


089 = D3 a R11, og =1s:R 1]. (6) 


从 多 一 =-9% 有 一 的 定义 , 有 


*) 这 里 我 们 把 % ”篇 记 作 5。 当然 也 象 前 两 章 中 讨论 3 那样 ， 引 进 5 二 {6}. 
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CV, 9 = C901), = gel 1, 0 — Age, Pa! 


yg—1 -1 gd -1 
一 之 09 09i3! ? 天 > = gq.0% . 


因而 得 到 线性 组 合 表示 
By1-1— 6 (gi -1) -go (7) 


以 上 的 讨论 是 关于 以 任意 交换 群 G 为 系数 群 的 上 链 的 上 边 
缘 的 .这 时 候 ， 上 链 群 C2( 及 ; 的 不 必 是 自由 群 ; 因而 式 (7) 与 证 
法 虽然 与 命题 1.7 的 结论 与 证 法 有 相似 之 处 , 但 并 未 利用 命题 
1.7， 现在 考虑 9G=J 这 特别 的 而 又 十 分 重要 的 情形 . 这 时 候 , 根 
据 命 题 1.6,， 整 上 链 群 C7(K) 一 Cx"(K;J) 是 有 目 由 群 。 复 形 上 的 
9 维 的 有 向 单 形 组 

5，s，…，3&。 
是 Cs(K) 的 一 个 基 民 ; 但 作为 整 上 链 时 ， 又 恰 是 Col(K) 的 这 个 
基 忒 的 对 偶 基 号, ， 而且 XX 中 的 如 与 吕 中 的 中 是 对 应 元 素 . 然 
后 根据 上 面 式 (2 的 证 明 或 命题 1.7, 得 到 GG=J 时 的 重要 公式 ; 
54- 一 六 C9 189. (8) 
下 面 的 两 个 图 说 明 ， 在 G=J 时 ,下 边缘 8 的 式 (6) 与 上 边缘 的 式 
(8) 间 的 关系 . 


8 € CR) 一 一 一 全 Oo-1( 玫 ) 


| | 


OR) 一 一 Cm(R)IDs? 


| i 


《584-1, 39， 一 《89 一 1， 289 一 0 


1 
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图 2 


例 %.1 设 复 形 K 是 例 III.4.1 中 的 平 环 ( 图 III.7). 建议 读者 从 公式 
《os 人， 5 二 《s9 ,O83》 出 发 , 求 出 下 列 整 上 链 的 上 边缘 : 


Gal, d(Casal), (alg2g5), 


2.2 定理 33=0. 
证 明 用 推论 1.2 与 1.4 了 
如 同 从 定理 HI.2.3 出 发 ,我 们 定义 了 下 同调 群 , 现在 我 们 从 
本 定理 出 发 来 定义 上 同调 群 ， 如 果 天 上 的 上 链 (EOWK; G)) 
的 上 边缘 是 零 , 就 叫 作 一 个 上 闭 链 . 9 维 的 上 闭 链 全 体 组 成 
O02(K; G9) 的 一 个 子 群 , 叫 作 KK 的 9 维 上 闭 链 群 , 记 作 Zi(K; G). 
因为 复 形 上 是” 维 的 , 特别 有 2Z"(KK; G)=0"(K; G)， 如 果 炙 
是 一 个 g 一 1 维 上 链 的 上 边缘 , 它 就 则 作 一 个 上 边缘 链 、g 维 上 边 
缘 链 全 体 组 成 C2(K; GG) 的 一 个 子 群 ， 叫 作 攻 的 g 维 上 边缘 链 
群 ， 记 作 Br(K;). 显然 有 B*(K; G) 一 0.， 因为 定理 2.2， 
Br(K; G)CZr(KK; G)， 商 群 : 
ZK; G)/BI(K; G), gqg=0, 1, *,n 
加 作 攻 的 g 维 上 同调 群 , 记 作 


9 
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HAK; G)， 
Za(KK; G) 中 的 模 Br(KK; G) 等 价 类 叫 作 上 同调 类 . 如 果 两 个 上 
闭 链 家 与 加 属于 同一 个 上 同调 类 , 就 说 它们 互相 上 同调 , 仍 记 作 
妇 ~~ 剖 或 又 ~~ 姓 ， 显 然 还 有 
2 和 2( 开 ;二 一 0 核 ， BCKE3I GO 一 0 象 . 


例 3.2 设 连 通 的 复 形 到 共有 具有 ao 个 顶点 05 = 2,…, ao， 则 零 维 
的 整 上 链 
ea 

是 五 上 的 一 个 上 闭 链 , 而 且 零 维 的 整 上 同调 群 H%EK) 完 J， 

事实 上 , 对 于 豆 的 任意 一 个 一 维 有 调 单 形 *， 

《6e0，3) = 《260 ，DS1 一 0. 

因而 在 2? 的 线性 组 合 的 表示 里 , s! 的 系数 是 0; 即 be?==0, 或 e0 是 上 闭 链 ， 

然后 容易 看 出 五 (KK) 之 J， 以 6@ 为 生成 元 . 

对 于 任意 的 复 形 及 ,与 任意 系数 群 G, HK;G) 是 什么 ?〈 复 习题 . ) 

例 2.3 设 玉 是 nm 维 的 闭 假 流 形 ( 定 义 III.4.1). 它 的 % 维 的 整 上 间 调 
群 如 "全 ) 是 J 或 J2, 按照 它 能 否定 向 . 

设 长 能 定向 , 而且 si, 53 是 它 的 任意 两 个 协 合 定 向 的 % 维 有 向 单 形 ， 如 
果 它 们 有 一 个 公共 的 % 一 1 维 面 ， 则 根据 协 合 定向 的 定义 与 闭 假 流 形 的 性 质 
2), 它们 是 上 同调 的 两 个 上 链 ; 如 时 它 们 无 公共 的 一 1 维 面 , 则 根据 协 合 定 
向 的 定义 与 闭 假 六 形 的 性 质 3), 得 到 同样 的 结论 。 于 是 5?, k= 一 0, 土 1， 
土 2,…, 恰 代 表 到 上 的 所 有 整 上 同调 类 , 即 HH"(K) 必 J. 

设 五 不 能 定向 ， 而 且 5 个 ,11 ,2,…, an, 是 它 的 全 体 任意 定向 了 的 
2 维 单 形 . 首先 , 因为 五 不 能 定向 ,存在 由 fs 入 中 若干 2 维 有 向 单 形 所 组 成 
的 一 条 %* 维 闭 折线 (参看 定义 ILIL.4.1 后 ), 不 妨 设 是 以 红 为 起 点 的 闭 折线 ， 
使 得 上 链 3 的 两 倍 

2s?~0, 
其 次 , 因为 闭 假 流 形 的 性 质 3)，s?~ 土 5?, i 和 1， 最 后 , 我 们 说 , 上 链 
sx%0. 

事实 上 , 因为 闭 假 流 形 的 性 质 2)，n 维 边缘 链 的 线性 组 合 表示 中 的 系数 和 ， 
必须 是 三 0C(mod 437， 于 是 在 五 不 能 定向 时 , HI"*(K) 守 Js. 
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如 果 玉 是 例 II4.4 中 的 射影 平面 的 单纯 前 分 , 是 否 
HK)~Hom( HK), 7)? 
《复习 题 .) 
H"(K;G) 是 什么 ?《〈 复 习题 . ) 
例 2. 生 环 面 了 (图 3) 的 整 上 同调 群 ， 我 们 即将 说 明 的 方法 , 可 以 说 是 
类 似 于 例 III.4.2 中 的 方法 . 


为 简单 起 见 , 顶点 用 数字 表示 ， 从 例 2.2 与 例 2.3, 分 别 知道 °CT) 守 J 
Pe? 的 上 同调 类 为 生成 元 , HH2AT) 必 J 以 二 维 有 向 单 形 123 的 上 同调 类 为 
生成 元 . 

现在 求 HT)， 首先 , 容易 验证 

=12-23 十 34 一 45 十 56 一 61， 

23 二 13 一 32 十 24 一 47 十 78 一 81 
是 两 个 一 维 上 闭 链 . 其 次 , 我 们 要 证 明 五 (ZT) 是 以 巡 与 如 为 生成 元 的 自由 
群 , 即 要 证 明 下 列 两 事实 . 

(i》 任 一 一 维 整 上 闭 链 ~~g121 十 g223, 91 与 93 是 整数 . 如 果 红 含有 楼 
71, 则 及 加 上 67 的 适当 倍数 后 , 不 再 含有 71.。 因而 可 设 2 不 含有 7?1， 这 
时 候 ， 因 为 Ss! 一 0, 特别 地 ， 因 为 621 不 含有 二 维 有 向 单 形 751, 2 必 合 有 棱 
75 与 15 的 相同 倍数 ， 所 以 红 加 上 6 的 适当 倍数 后 , 不 再 含有 75 与 15， 
同时 仍旧 不 含有 71， 因 而 又 可 设 红 不 含有 右 下 角 那 里 的 .三 角形 751《〈 即 三 
角形 I) 上 的 三 条 楼 .。 这 时 候 ， 因 为 #1 不 含有 75, 以 及 6z1 不 含有 二 维 有 向 
音 形 795, 同 理 可 知 , ?1 加 上 69 的 适当 倍数 后 ， 不 再 含有 59 与 79; 同时 位 
上 日 不 含 751 上 的 三 条 楼 ， 因 而 又 可 设计 不 含有 右 下 角 那 里 的 、 算 形 ?951 (二 
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条 形 工 II 组 成 的 ) 上 的 五 条 棱 。 同型 ， 这 时 候 的 沁 加 上 63 的 适当 的 倍数 
与 62 的 适当 倍数 后 ， 不 但 仍旧 不 含有 7?951 上 的 五 条 楼 , 还 不 再 含有 楼 93， 

53，92,，72、 因 而 又 可 设 关 不 含有 右 下 角 那 里 的 大 三 角形 351( 三 角形 也 

TI 组 成 的 ) 寺 的 九条 楼 . 同 理 , 通过 加 上 66 的 适当 倍数 与 68 的 适当 倍 
数 后 ,不 但 仍旧 不 含有 大 大 角形 231 上 的 九条 楼 还 不 再 含有 楼 26, 96, 38， 
98; 而 月 还 明显 地 不 青 含有 楼 63。 因而 又 可 设 半 不 含有 右 下 角 那 里 的 、 大 
五 边 形 26831 (二 角形 工 , lI IIl, IV 组 成 的 ) 上 的 十 四 条 楼 同 理 ,， 这 时 候 
的 =， 加 上 64 的 适当 倍数 后 , 不 再 含有 右 下 角 那 里 的 、 大 和 矩形 2431 (三 角形 
I, 11, TIV,，Y 组 成 的 ) 上 的 十 六 条 棱 . 《为 什么 不 能 再 进一步 简化 ,建议 
读者 说 朋 . ， 

7 寺 共 有 -二 十 七 条 棱 ， 其 中 十 六 条 在 大 矩形 2431 上 ， 另 十 一 条 在 ?j 与 
如 让 出 吉 以 上 的 作法 说 明 , 了 上 的 任 一 一 维 整 上 闭 链 刀 ， 必 上 同调 于 这 样 
的 一 个 整 上 闭 链 2， 其 中 出 现 的 楼 只 可 能 是 在 寻 与 妆 中 出 现 的 棱 现在 剩 
下 要 证 明 的 是 : 这 样 的 续 二 9g131 十 9osz， 事实 上 ， 娃 与 3 怡 有 一 条 公共 楼 23; 
如 果 命 对 = 一 23 十 ci 台 王 一 32 十 G3， 则 忆 3 与 c 无 公共 棱 . 因为 及 是 上 闭 
链 ， 它 个 能 只 含有 一 条 楼 23; 设 它 含有 寻 的 部 分 ci 中 的 一 条 楼 . 由 于 和 站 是 
上 上 闭 链 以 及 不 含有 2431 上 的 棱 , 它 必 含有 如 的 部 分 cl 的 一 个 倍数 ， 设 这 倍 
晓 是 负 ， 然后 3 一 9131 仍 是 上 闭 链 , 而 且 它 的 楼 只 可 能 是 如 中 的 棱 ， 同 理 ， 

一 9121 必 是 23 的 一 个 倍数 ， 于 是 483 一 g181 十 9243. 

(i) 9gizi 二 9o2 一 0 一 9 一 ga 一 0， 这 里 的 假设 说 : 存在 一 个 霉 维 上 链 cu， 
使 得 6009:=giz1 十 4223， 由 于 31 与 芝 不 含有 大 和 矩形 2431 上 的 十 六 条 楼 ,这 十 
六 条 霹 的 每 一 条 的 同 个 顶点 必 以 相同 的 倍数 在 0 中 出 现 ; 于 是 c= 一 ge 因而 

9121 十 9a22 一 9Ge0 一 0. 
因为 oi 与 3 不 含有 公共 楼 ,所 以 必须 gi 二 gs 一 0. : 

例 2.5 设 下 是 以 点 a 为 项 .以 n 维 复 形 玉 为 底 的 欠 形 ( 例 III.4.7). 
根据 例 2.2, 及 YK) 才 J， 我 们 说 ， 

HKR)=0, gq>1., 

证 阴 设 { 直 是 区 的 有 向 单 形 的 一 个 基本 组 , 97=0, 1,…, n, i 一 1， 
2,…, oa， 则 {4, 如, at 队 是 下 的 一 个 基本 组 .明显 地 ， 

3(a 好 ) 一 上 -和 在 下 上 ， 
dCat) = 一 46019 在 天 上，I3>1. | 

从 式 ( 人 9) 的 第 一 式 以 及 4 一 我 们 可 以 立刻 得 出 如 "4 及) 一 0， 事 实 上 ， 


(9; 
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FnrHL( 天 ) 一 Cr 下)， 另 一 方面 ,因为 天 的 2+ 工 维 有 向 单 形 只 是 ol 史 铅 昌 
因为 ， 根 据 式 (9) 第 二 式 以 及 和 = 轧 每 一 个 qt?=68 在 玉 上 ,所 以 有 + 攻关) 
二 C0"+1( 看 ). 于 是 阳 "11( 下 )=0. 

对 于 一 般 的 g 之 1, 我 们 需要 证 明 的 是 : 

ZK)= BAK); 

换 句 话说 , 也 就 是 ， 对 于 不 上 的 任 一 上 链 292, 491 624 二 0 = 272~0. 

首先 , 下 上 的 任 一 上 链 zt 的 线性 组 合 表示 可 以 写成 : 

T= + qd 之 1, (10) 

这 里 的 1 与 是 尺 上 的 上 链 , 因而 想到 应 该 进行 考虑 在 天 上 的 
davy 1) 与 0%2. 

其 次 ,把 下 上 的 上 边缘 算 子 记 作 6x, 我 们 说 ， 如 果 对 于 五 上 的 有 问 单 
形 如 1, 


Slat ly= artt!l, tf=ati+Oris, ql, (11) 
成 立 ( 注 意 式 (11) 有 了 明显 的 几何 意义 !), 因而 对 于 下 上 的 上 链 32 ，o， 
(af l= —agy ll, OV=ay +ory, ql1, (12) 


成 立 , 则 522 二 0 于 2 一 0 事实 上 ,， 62 二 0 这 假设 以 及 式 (10) 与 式 (12) 给 
0 一 24 一 SCat 1) +6y = —adgy LT 十 Ga +Ory. 
V6xry!, rp =0. 
式 (10) 与 这 里 的 第 一 个 方程 , 以 及 式 (12) 中 的 第 二 个 方程 给 出 
r=ayl+ Ory 1 6y-1, 
即 所 求证 的 结论 空 一 0 
最 后 , 我们 来 证 明 式 (11).。 为 着 证 明 式 (11), 我 们 先 指出 下 列 明 显 的 式 
于 
《at 好 1 =0, 《起 ,，a 好 -光一 0， 
1, i=j, (13) 
0，? 拓 了， 
这 里 的 四 个 人 Kronecker 积 中 的 第 一 与 第 二 因子 , 当然 分 别 是 上 链 与 下 链 , 前 
三 个 积 是 在 丰 上 的 , 而 最 后 一 个 积 是 在 玉 上 的 . 
因为 式 (11) 的 第 一 方程 中 的 6Cat9"1), 只 能 是 下 的 、 以 a 为 一 个 顶点 的 
有 启 单 形 a 媒 的 线性 组 合 ， 所 以 考虑 (6(at 司 ), 9t9)。 从 式 (9), 式 (13) 以 
及 6 与 Gg 的 定义 ,有 


(ait, at — (4, D = —| 
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《SC(atsl), at9) 一 《ai 到 站 一 5D19 = (at i, — 420:9) 
一 《前 二 一 201) = (6rt!l, -t= 人 dt37? 

于 是 得 到 式 (11) 的 第 一 方程 . 

式 (11) 的 第 二 方程 中 的 6t4 的 线性 组 合 表示 , 既 有 下 的、 以 a 为 一 个 顶 
点 的 单 形 , 又 有 到 的、 不 以 a 为 一 个 顶点 的 单 形 。 所 以 我 们 计算 下 面 的 两 个 
ronecker 积 . 

(6t4, at) = (4, O(at9)) = 4, #4—adth) = (4, 1 = at!, aty); 
(O19, 19*7) = (tf, O19*1) = (0gt, 377). 

这 两 个 式 子 立刻 给 出 式 (11) 的 第 二 方程 . 

以 上 三 个 例子 中 的 大 部 分 结果 都 是 后 面 定 理 3. 和 4 的 推论 . 但 为 着 说 明 
如 何 直接 计算 上 同调 群 , 这 三 个 例子 是 值得 介绍 的 ， 


习 题 


1. 试 直接 (不 应 用 本 节 后 面 定理 2.4) 从 上 边缘 运算 的 定义 ， 计 算 下 列 
五 个 复 形 的 整 上 同调 群 . 4) 例 IL. 4.1 中 的 平 环 , 2) 二 维 球 的 八 面 形 剖 分 ， 
3) SIVS2 VS 或 反 ViaVi 4) 例 III.4.2 中 的 Mobius 带 , 5) 例 JII.4.4 
中 的 射影 平面 . 

例 3.4, 例 3.5 与 本 习题 中 的 复 形 , 包含 了 了 IITs 4 中 的 所 有 简单 复 形 . 

2. 设 加 与 ze 是 瓦 上 的 两 个 整 下 链 . 如 果 , 对 于 每 一 个 上 链 久 EC 
(EK;G), Wf, wo) = 74) ， 则 7o 一 oa. 

3. 设 2€E2AK;G), sq € Ge( 瓦 ). 试 证 : 如 果 汉 是 上 边缘 或 ze 是 下 边 
缘 , 则 《22，2sa) 一 0. 

试 讨论 如 何 定义 入， 勋 ， 对 于 外 E Ba( 开 ;G) ,中古 (和 )， 由 于 这 个 

定义 ,我 们 说 ,， Kronecker 积 把 及 (KK; G) 与 五 o( 开 ) 配对 到 G. 

: 和 4. 试 证 : 1) 一 个 上 链 是 上 际 链 , 当 而 且 只 当 4, zw) 一 0, 对 于 每 一 
个 整 下 边缘 zo; 2) 一 个 整 下 链 是 下 闭 链 ， 当 而 且 只 当 8p, xo) 二 0， 对 于 
每 一 个 上 边缘 双 . 

5. 试 简单 地 说 明 Hom(Co( 及 ; y3)，y3) 是 否 4( 有 ;J2)? 从 ' 它 是 否 也 
能 得 到 五 尽 ; J2)? 这 里 ys 是 整数 模 2 的 加 群 . 

如 果 G1, Gs 是 任意 交换 群 ,从 员 om(CCeo\ 玉 ; G1),Ga) 出 发 来 定义 玉 的 一 
种 上 同调 群 有 何 困难 ? 
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上 下 同调 群 的 关系 ”以 上 我 们 定义 了 复 形 K 的 上 同调 群 ,而 

且 计 算 了 一 些 复 形 的 上 同调 群 。 在 比较 第 三 章 中 相应 的 讨论 之 

后 , 生 然 会 产生 这 样 的 问题 ， 同 一 个 复 形 KK 的 下 同调 群 与 上 同调 

群 究竟 有 什么 关系 ? 现在 我 们 来 回答 这 个 间 题 , 但 只 限于 以 整数 
为 系数 的 上 下 同调 群 . 

沿用 前 面 定义 上 链 的 上 边缘 时 所 用 的 记号 .在 G=-> 时 ,我 

们 已 经 知道 ，K 的 9 维 有 问 单 形 {最 }, 网 可 以 看 作 估 的 整 下 链 ， 

也 可 以 看 作 玉 的 整 上 链 ; 五 的 下 链 群 Co(K) 的 自然 基 {8} 的 

对 偶 基 就 是 作为 上 链 的 {3 中。 我 们 也 把 {s 中 叫 作 CC 天) 的 自然 

基 . 因为 自然 基 {s 中 这 种 自 相 对 偶 的 性 质 , 从 命题 1.7 我 们 得 到 了 

(图 2) 

Osf*1 = 2 ags9, (6) 

Bs — 5 ags9+1, (8) 

现在 不 用 Cs(KK) 的 自然 基 ， 而 从 0o(KK) 的 典型 基 出 发 ， 就 很 容 

易 得 到 下 述 两 个 定理 ， 其 中 后 一 个 定理 就 是 上 面 提出 的 问题 的 答 

案 . 


2.3 定理 设 K 是 n 维 复 形 .沿用 定理 JI.6.2 中 关于 
的 记号 ag, Bo, Ra, ro Oz, 9 一 0 1,……, nn, 和 一 二 2,…, To 则 
对 于 每 一 固定 的 gq, 整 上 链 群 OX(K) 各 有 由 下 列 五 种 上 链 组 成 的 
一 个 基 : 

0 ,， 01 一 了 2，…，B 一 Tb 

09 ， 加 -1 一 本 2，…，To-d 
co, ka=1, 2, .…, BR,, 
d1, j=1, 2, -…, Ba—7o, 
ef, ja=1, 2, *…, To, 


(其 中 无 29,, 59,, 引 , 无 夸 , 无 路 ,63,), 而 且 上 边缘 同 态 由 下 列 
方程 决定 : 


er777 甩 [777 己 
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6508 ,=0, 607 ,=0, 86cg 一 0， 


tg 


3808 一 0 ， 6e9 = gr29 
这 些 基 叫 作 上 链 群 的 一 组 典型 基 .， 图 4 形象 地 说 明 本 定理 的 
结论 (参看 TII86 习题 3 所 求 作 的 图 ). 


_ _ _ _ _ 
Q97 2931 0 和 a EF 


ep z 一 -一 Fo 一 | Bati— Tati he Tatl | 
| 
证 明 根据 命题 1.6, 定理 JI.6.2 中 的 Cs(K) 的 典型 基 
{ag, ba, cg, dr, esr"}, 
对 于 每 一 个 固定 的 9,， 有 一 个 对 侦 基 (CK ) 的 基 ); 我 们 把 这 对 侦 
基 记 作 
{d%, 6%, 0 0 0%.,}. 
根据 命题 1.7,， 利用 对 偶 基 时 , 6:C*(K) 一 0"+(K) 的 方程 的 拖 
阵 是 图 5 中 所 给 出 的 .把 对 偶 基 中 的 元 素 的 次 序 作 明显 的 改变 ， 
就 从 图 5 得 到 图 4 了 
从 本 定理 ,立刻 知道 
ZKK) 一 以 {a4 ,054,,， C4} 为 基 的 自由 群 ， 


at eg+1 ca+l aatit Ba+1 


5 
Br(K)= 以 {a4 ,，040409.,} 为 基 的 自由 群 ， 

因而 

吾 ?"( 玉 ) = 以 {C4,} 为 基 的 自由 群 十 袜 以 引 -, 为 生成 元 的 

9 阶 循环 群 . 

然后 得 到 下 述 定 理 : 

2. 生 定理 ”如果 把 如 CK) 的 秩 记 作 r， 人 万 co( 严 ) 与 
HAK) 的 挠 子 群 分 别 记 作 Te( 正 ) 与 Te(K), 忠 

Ri=—BR, TIK)=T,_i(K), 9 一 0， 1 -多 

这 里 把 了-:( 玉 ) 理解 为 零 群 . 】 

交换 群 9 与 的 整 下 同调 群 , 不 仅 完 全 确定 玉 的 以 G# 为 系 
数 群 的 下 同调 群 (参看 LS82 的 末尾 ) ,而 且 也 完全 确定 玉 的 以 @G 
为 系数 的 上 同调 群 . 这 些 事实 本 书 中 都 不 证 . 


单纯 映射 与 链 映 射 
2.5 命题 设 玉 与 也是 复 形 、 设 了 ={tjf 是 链 映 射 ( 便 如 
由 单纯 映射 J:K 一 上 所 诱导 出 来 的 ), 而 且 f 的 对 偶 同 态 是 
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f={f}, 
fo:C(L; 的 一 CO2( 开 3 0G). 
则 .j 与 上 边缘 算 子 5 交换 ; 
JJ 一 SP (14) 
而 且 诱 导出 上 同调 群 之 间 的 同 态 广 = {f"}， 
j: 万 (7 @)—> HK; 0. 
证 明 用 推论 4.3 来 证 明 式 (44). 然后 如 同 证 了 明 命 题 
IV.1.2 那样 ,得 到 末 一 结论 .1 
这 时 候 , 对 于 灵 E 瓦 "( 0), 还 有 


(2 = (f°)”; (18) 
而 且 如 果 于 羽 一 乙 8: 卫 一 都 是 单纯 映射 , 则 
(hf) =f* he (16) 


(命题 1.2). 注意 式 (16) 右 端 中 产 在 前 , ”在 后 . 
满足 式 (14) 的 任意 同 态 广 = {jo} 此 后 也 叫 作 链 映射 、 在 必 
要 时 ,将 区 别 下 链 映 射 与 上 链 映 射 . 
例 %.6 设 命题 3.5 中 的 与 上 的 g 维 有 向 单 形 分 别 是 3 与 如 而且 
f= 1fa} 是 单纯 链 映射 因而 ， 在 fa 的 直列 方程 
fuls?)= 之 nt 
中 ， 对 于 固定 的 i 至 多 一 个 7; 是 十 1 或 一 二 而 其 他 的 都 是 零 . 根据 命题 
1.7, 台 困 G=J, 
f(t9) = 2 754, 
这 个 式 子 的 右边 怡 是 可 的 ,在 fo 下 的 原 象 f7 六 好) 的 和 ， 这 给 出 单纯 链 映 身 
f 的 对 偶 同 态 f 的 几何 解释 . 建议 读者 讨论 一 般 系 数 群 的 情形 。( 复 习题 .) 
注意 ,这 里 并 未 用 fa 是 链 映射 这 个 性 质 . 


现在 来 引进 链 同 伦 D={Ds} (定义 IV.1.4) 的 对 偶 . 设 
f, LR:Co(K) 一 Cal 上 L) 是 链 同 化 的 两 个 下 链 喘 船 , 即 存在 一 序列 的 
同 态 D= {Da}, 
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Dy:Ca(K )->00(L), 
使 得 
90s11D, + De_10, = ho—f,. 
记 D4 的 对 偶 同 态 为 
Dari:Oari(L, G)->0(K, G), 
而 且 记 D'= {De}. 

2.6 命题 如 果 下 链 映射 J, h:0,() 一 Ca(L) 是 链 同 伦 的 : 
D:f 之 h， 则 它们 相应 的 上 链 上 映射 上 ,及 :O02(IL GO 的 一 Co 天; 中 满 
足下 式 : 

-iDa 上 Dat1847 = he — fo 
因而 它们 诱导 出 上 同调 群 之 间 的 同一 个 同 态 
三 一 六 :已 (0 OO)—> H'(K; G). 

因而 我 们 也 说 , 了, h 是 链 同 伦 的 DD :之 hh, 

证 明 设 妈 是 上 上 的 任 一 9 维 整 上 链 ， 对 于 的 任 一 g 
维 有 问 单 形 %， 作 为 下 链 ， 

《oo 办 一 人 Da 1008) = Cf, (ha—fa— Oa:1D,) se 

= —fo— D6) op, so). 
然后 作 线性 扩张 . 

第 二 个 结论 的 证 明 如 同 命 题 1V .1.4 的 . 于 

上 同调 群 的 不 变性 ”现在 我 们 能 够 在 下 同调 群 不 变性 证 明 的 基础 上 , 很 
容易 地 证 明 上 同调 群 的 不 变性 ， 我 们 只 限于 整 上 同调 群 。 首先 , 考虑 重 分 不 
变性 ， 关 于 标准 链 映射 gr:C,(Sd 达 )- Cs( 玉 ) 与 重 分 链 映 射 8d:C。( 开 )~> 
C0,CSaK), 引 理 IV.3.9 与 IV.4.2 分 别 给 出 

xSa=1, Sadr~1. 
从 命题 1.1, 有 x, Sa, 异同 链 映 射 的 对 偶 同 态 w', Sa, 1"， 而 且 明 显 地 , 
仍 是 合同 链 映射 ,所 以 可 记 作 1， 根据 命题 1.3 与 1.3, 或 根据 命题 1.2 


与 2.6, 分 别 有 
Saw =1, ro 一 
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地 是 ,如 癌 证 明定 理 TV .4.3 时 一 样 , 得 到 王道 的 局 构 : 
Sd*:HaACSARYS HICKR), w*:HAR)S HSAIKR). 

其 次 , 我 们 来 证 明 上 同调 群 的 拓扑 不 变性 , 而 不 利用 伦 型 不 变性 .党 
用 定理 IV.5.10 中 的 记号 ， 设 9: 开 一 工 是 同 胚 ， 第 一 步 ， 设 2: 天 一 人 
pg-1:Sam 蕊 > 玉 都 具有 星 形 人 性质， 在 证 明定 理 IV.5.10 的 第 一 步 中 ， 
它们 有 单纯 到 近 f 与 分别 诱 导出 单纯 链 上 映射 f:C,(EKE) 一 Ca) 
h:Ca(S4m 工 )->0o( 玉 ); 因为 fh 与 mw" (定理 IV.5.10 的 证 明 中 ) 都 是 
op- 切 一 1:SCo) 卫 -> 也 的 单纯 逼近 , 所 以 它们 所 诱导 出 的 链 映射 4, me 
Ca(SdmL) 一 Ca《L), 诱导 出 相同 的 星 形 同 态 fxhx 一 mx”; 然后 从 mw” 是 同 
购 ( 虑 分 不 变性 定理 IV .4.3), 推出 f, 是 同 构 ， 现 在 对 于 上 同调 群 ， 从 命题 
1.1,， 有 对 偶 同 态 

站 六 To CI ) 一 > COSA LE,). 
由 于 及 与 go 都 是 恒 同 映射 pg-1p 一 1:28dc" 友 一 工 的 单纯 逼近 ， 根 据 命题 
IV.5.9(ii), 例 IV.4.2 以 及 定理 IV. 4.1, 它 们 诱导 出 链 同 伦 的 下 链 映射 所 
与 zm 然后 根据 命题 2.6, 对 偶 的 上 链 上 映射 n 产 与 x” 也 链 同 伦 ; 因而 
二 wm， 从 zm* 是 同 构 (上 同调 群 的 重 分 不 变性 ), 同样 地 推出 
*:H4(L) 一 HH4( 玉 ) 是 同 构 . 

第 二 步 ， 设 不 是 p: 开 -> 工 , 而 是 2:Sd 开 一 工 , 具有 星 形 性 质 , 而 且 
fm 是 g:SQmK 玫 > 工 的 一 个 单纯 到 近 .， 根 据 上 面 第 一 步 的 结论 , 7 中 *: 
HUAIL) > HCSdmKK) 是 同 构 . 于 是 SQ *f*:H4(L)-> 了 H4(K) 是 同 构 . 

整 上 同调 群 的 伦 型 不 变性 也 可 在 IV§ 6 的 基础 上 证 明 。 建议 读者 , 在 
总 复习 时 , 自己 考虑 补 证 . 


3. 相对 同调 群 * 切 除 定 理 


设 尼 是 一 个 复 形 , 工 是 它 的 一 个 子 复 形 . 本 节 中 将 引进 
一 工 的 下 同调 群 与 上 同调 群 ， 也 都 叫 作 相 对 于 虐 的 、 攻 的 相对 
同调 群 , 如 果 工 是 空 的 , 这 样 定 义 的 相对 同调 群 就 是 的 下 同调 
群 与 上 同调 群 。 K 的 上 下 同调 群 所 以 也 叫 作 长 的 绝对 同调 群 . 

如 果 工 不 是 空 的 , 下 一 芝 岂 作 五 的 开 子 复 形 (因而 前 此 所 害 
义 的 子 复 形 也 有 时 叫 作 闭 子 复 形 ) ,但 注意 开 子 复 形 不 是 复 形 . 所 
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以 及 一 荆 的 同调 群 的 讨论 已 初步 跨 出 复 形 的 范围 ;并 反映 出 空间 
下 一 工 | 的 一 些 几何 性 质 . 
本 节 对 于 相对 同调 群 , 还 证 明 一 个 重要 定理 一 一 切除 定理 
相对 同调 群 与 绝对 同调 群 的 关系 ， 以 及 相对 同调 群 与 切除 定 
理 的 应 用 , 见 本 章 的 以 后 诸 节 . 


”相对 下 同调 群 ” 我 们 只 限于 定义 以 整数 为 系数 的 相对 下 同调 
群 。 读 者 将 毫 无 困难 地 看 出 , 我 们 的 定义 能 立即 推广 到 以 任意 交 
换 群 G 为 系数 群 的 一 般 情形 . 

设 区 是 一 个 复 形 , 工 是 它 的 一 个 子 复 形 .因为 同一 样 ， 
K 一 开 是 单 形 的 集合 , 现在 也 选 定 区 一 工 的 有 向 单 形 的 一 个 基本 
组 , 把 一 工 的 g 维 有 向 单 形 的 每 一 个 线性 组 合 (以 整数 为 系数 
的 ) 叫 作 尼 一 研 上 的 一 个 ?7 维 ( 整 ) 下 链 ， 得 到 尽 一 工 的 9 维 ( 整 ) 
下 链 群 , 记 作 Os(K 一 荆 ). 

如 何 定 义 及 一 工 上 的 下 边缘 算 子 呢 ? 我 们 首先 遇 到 的 一 个 
事实 是 ， 昌 然 区 一 工 的 任 一 个 9 维 有 向 单 形 %% 也 是 基 的 一 个 g 
维 有 向 单 形 ,但 是 8 的 在 玉 上 的 下 边缘 0s 不 必 是 在 五 一 工 上 的 
一 个 g 一 1 维 下 链 ; 换 句 话说 ， 虽然 Qa 一 CCo(K), 但 
30;( 开 一 万 不 必 COoi(K 一 LI).， 因此 我 们 进行 如 下 .， 由 于 长 
分 为 两 部 分 工 与 玉 一 LK, 及 上 的 任 一 9 维 下 链 wE0Oo(KK) 也 可 以 
唯一 地 分 解 为 工 上 的 部 分 wz 与 一 上 的 部 分 wx-z: 

p=pitorr, vwEO(D), vrsEOA(K-D. 
然后 采取 下 面 的 定义 ; 

3.1 定义 设 wE0Oo(KK 一 世 ), 而 且 把 % 看 作 玉 上 的 链 时 ， 
它 的 下 边缘 是 9%， 把 6% 在 及 一 上 的 部 分 (6z)x-z 叫 作 必 在 
玉 一 工 上 的 下 边缘 ,并 记 作 Cx: 

3 和 = (OF) gr, 
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把 6 叫 作 玉 一 工 上 的 下 边缘 算 子 . 

附 记 此 后 不 论 %ECOs(K 一 已 或 EOu( 攻 ), 9% 都 是 指 把 x 
看 作 下 上 的 链 时 的 下 边缘 ， 

读者 立刻 看 出 . 

O:0((K—L) 一 CI( 民 一 万 ) 

是 同 态 . 

3.2 定理 级 =0. 

证 明 设 zEOs(K 一 了 ). 则 

dw= (Ow) gr = Or— (00)1, 
因而 . 
Sewm=6{02— (0%)1} = [0{0%— (Om) 7}] ry 
一 [一 9{t(8m) 5}]r-r. 

现在 (6%)4 是 二 上 的 链 ， 而 且 ， 因 为 卫 是 玉 的 子 复 形 , 荆 上 的 下 
边 绿 算 子 就 是 五 上 的 9, 因而 一 a{(az) zy 仍 是 二 上 的 链 ， 于 是 
这 后 一 个 链 的 在 一 了 上 的 部 分 是 零 ，】 

如 同 先前 作 过 的 那样 ， 从 本 定理 出 发 ,分 别 定义 区 一 工 的 下 
闭 链 群 与 下 边缘 链 群 

Zu(K 一 荆 一 O41 核 ，B(K 一) 一 Bri 象 ， 
得 Co 有 一 人 二 Zoo( 开 一 了 二 Bo( 开 一 Zi 然后 定义 KK 一 工 的 下 
同调 群 
HaK—L)=ZA(K-—I)/B(K—D). 

例 3.1 设 下 是 一 个 连通 的 复 形 , 它 的 顶点 不 只 一 个 , 而 且 4a 是 它 的 一 
个 顶点 . 因为 一 a 的 任 一 顶点 既是 五 ~a 上 的 一 个 闭 链 ， 又 是 下 ~a 上 的 
一 个 边缘 链 , 所 以 HoC(K 一 a)=0. 

例 3.2 设 s? 与 ”分 别 表示 一 个 % 维 单 形 的 闭 包 复 形 与 边缘 复 形 . 则 

Ha —8")=0,g+n; Hn(s"—¥)J, 

(复习 题 . ) 
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我 们 现在 指出 相对 下 同调 的 另 一 看 法 . 命 
CAF mod L)~=0.(K)/CD). 
首先 ，Ce( 尽 mod 工 ) 的 元 素 就 是 Ce(Z) 在 C0 及) 中 的 陪 集 zTCa(CD)， 
Zz €0( 尺 ).、 其 次 , 因为 工 是 下 的 子 复 形 , 辣 态 9:Cs( 玉 ) -> Co_1( 尺 ) 同时 也 
把 CCL) 映 到 O04-1(L), 因而 (命题 B1.4) 3 诱导 出 一 个 同 态 : 
SG:O0(K mod L) -> O01(K mod L). 
由 于 22=0, 所 以 怒 =0(B$1 中 习题 4)， 最 后 , 从 后 一 方程 出 发 , 又 得 到 
下 同调 群 , 可 记 作 五 。( 互 mod 工 ). 我 们 来 说 明 Ha(K mod 二 ) 一 五 o( 忆 一己) 
事实 上 ,对 于 Cal 玉 一 荆 ) 的 任 一 元 素 y, 定义 h(Yy) =y 二 Ca(Z) € Os(K mod 荆 ). 


很 明显 ， 
h:O (EK—L)~O0(K mod 5); 


并 且 及 == 羽 ; 即 同 构 及 保持 边缘 ; 然后 易 见 h:HAK 一 L) 守 Hi(K mod 工 ). 
(复习 题 ,) 此 后 的 讨论 都 只 用 玉 一 工 的 看 法 . 

此 后 我 们 把 尺 一 工 改 记 为 (K, LL)， 叫 作 一 对 复 形 ， 把 
Cu (KK— 工 ), Ho(K 一 攻 ) 等 都 改 记 为 Ca(K, 荆 ), Ho(K, 工 ) 等 . 
一 对 复 形 (K, 了 中 的 工 必 须 是 K 的 子 复 形 ; (上 ,上 ) 的 下 同调 
群 即 相 对 于 工 的 、 K 的 相对 下 同调 群 . 


相对 上 同调 群 ” 设 KK 是 一 个 复 形 , 工 是 下 的 一 个 子 复 形 . 
我 们 把 $2 中 的 方法 用 到 玉 一 L==(K, 了 ,来 定义 (KK, 攻 的 上 
同调 群 , 即 相 对 于 工 的 、K 的 相对 上 同调 群 . 
设 G 是 任 一 交换 群 。(K, 的 以 G 为 值 群 的 9 维 上 链 就 是 
从 (区 , 荆 ) 的 4 维 整 下 链 群 Co(K, 上 ) 到 G 的 一 个 同 态 : 
:OK, LI)—>0, z 
(KK, 荆 ) 的 以 G 为 值 群 的 y 维 上 链 群 C*(K, 上 ; G9) 就 是 Hom 
(CK , DL), 0: 
CK, L, GD =Hom(O,(K, D), 0). 
然后 还 同 $2 中 一 样 ， 得 到 ( 开 ,元 ) 的 上 链 与 下 链 的 Kroneoker 
只 , 以 及 上 和 链 的 线性 表示 ， 
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( 玉 , 芽 ) 的 任 一 上 链 名 有 唯一 的 一 个 线性 表示 ， 而 这 线性 表 
示 又 表 出 五 的 唯一 的 一 个 以 G 为 值 群 的 上 链 22:; 我 们 等 同 与 
这 样 的 x?， 在 这 意义 下 , OC?(K, 工 ; 9) 是 Oi(K; G) 的 一 个 子 
群 ,而且 有 下 述 命题 . 

3.3 命题 复 形 到 上 的 上 边缘 同 态 

8:0(K, G) > O01(K, GO) 
也 把 C2(K; G) 的 子 群 CO(K, 工 9 上映 到 07(K; GD) 的 子 群 
Oui(K, L; G): 
:OU(KR, L;, G@) -> kK, L; G)., (1) 

再 者 ， 式 (也 中 的 辐 态 是 定义 3.1T 中 的 、( 下 ,7 了) 上 的 下 边缘 
算 子 

é:0n(K, L)—>0,(K, 5) 
的 对 偶 同 态 . 

证 明 设 m%EC (KE,F G) (看 作 是 C2(K; G) 的 一 元 
素 ),， 而 且 #8 是 工 的 任 一 g 十 1 维 有 问 单 形 . 由 于 工 是 尺 的 子 
复 形 ,所 以 08 在 工 革 ;因而 ,在 天 上 ， 

<6, 1 > = < O111> =0, 
这 说 明 So E001(K, 工 ; G). 

要 想 证 明 的 第 二 个 结论 是 说: 对 于 任意 zor1 EOQori(K, 工 ) 

与 任意 EC'T(K, 工 ; G), 有 
《00， var+1> 一 《0 ， Coott>. 

因为 在 把 zorz 与 分 别 看 作 Caw(K) 与 C24(K; G) 的 元 素 时 ， 
上 上 的 6 是 KK 上 的 90 的 对 偶 同 态 ， 即 C6y, wart》 = 《7 Omgr》; 
又 因为 只 在 世 的 下 链 处 的 值 都 是 零 , 所 以 

fl, Do 一 4，(Dzohi) 和 7 
最 后 ,从 3 的 定义 ，《，(acota- 放 一 “czari>， 这 就 完成 了 我 
们 的 证 明 . 遇 


3. 相对 局 调 群 .切除 定理 203 


3.le 定义 ”把 式 (人 中 $ 叫 作 ( 玉 ,万 上 的 上 边缘 算 子 . 

3.2c 定理 在 8 作为 (KK, 厂 上 的 上 边缘 算 子 时 ,55=0. 

证 明 由 于 6 作为 及 上 的 上 边缘 算 子 时 的 定理 2.2, 命题 
3.3 的 第 一 结论 以 及 BS1 中 习题 4. 】 

定理 3.2 与 3.26 是 对 应 的 定理 ， 是 分 别 关于 (K, 工 ) 上 的 下 
边缘 算 子 与 上 边缘 算 子 的 .同样 地 有 对 应 的 定义 3.1 与 3.1c. 以 
后 将 常 采用 这 种 编号 的 办 法 . 

由 于 有 了 命题 3.3 的 第 二 个 结论 , (及 , 万 的 上 下 边缘 算 子 间 
的 关系 , 就 跟 $2 中 K 的 相同 然后 还 仿照 8$2 中 (把 式 (人 中 上 
边缘 算 子 看 作 是 6, 而 且 6={6 中 ), 命 (K, 刀 的 上 闭 链 群 与 上 边 
缘 链 群 分 别 为 

ZK, LI; G)=0 核 ， Bi(K, 上 G) 一 602 1 象 ; 


因为 
CK, I; GO) ELK, Ts G)IR(K, I G), 


定义 (K , 卫 ) 的 上 同调 群 
Hl(K, L; G)=7ZIK, L; G/BIA(K, L; G). 
例 3.16 例 3.1 中 的 (KK,4) 的 /7XK, 上 )=0，( 复 习题 .》 
例 3.26 瑟 A(s", 和) 一 0 gq 于 7 如 "(s”, 8") 完 J (复习 题 ,) 
切除 定理 ”本 定理 将 使 我 们 能 灵活 地 运用 相对 同调 群 ， 根 据 
链 的 线性 组 合 的 表示 法 , 证 明 都 是 明显 的 . 
3.4 定理 (切除 定理 ) 如 果 复 形 K 是 它 的 两 个 子 复 形 Ki 
与 ,的 并 集 ，KK 一 KiUK。, 则 对 于 所 有 的 9， 
Hu(Ks, KiN Ks G) TH(EK, Ki; 0), 
Hi(K,, KiN Ks OTHIAK, Ki; G). 
证 明 及 1 Ks 显明 地 是 一 个 复 形 , 而 且 是 及 ,的 一 个 子 
复 形 。 从 一 对 复 形 (KK, Ki) 的 与 Ki 各 消去 ( 即 “ 切 除 ”) 一 个 
开 子 复 形 玉 一 玉 。 就 得 到 一 对 新 复 形 (Ks, Ki 几 玉 s) (图 6); 因 
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Ei £2 
6 
而 
KKiNKs=FK— KK. (2) 
Or(K,, KN kK; G) 一 Co( 天 ， Kj; 0)., (3) 


再 者 , 把 ( 玉 , RI) 与 (Ks, Ki 由 Ks) 上 的 下 边缘 算 子 分 别 记 
作 3 与 9， 根据 式 (2), 我们 还 得 到 ,对 于 式 (3) 的 两 个 下 链 群 中 的 
每 一 个 下 链 w， 
pz 一 2 
然后 有 
Za Ks, KN kK, G) ~ ZK, Kj; 9), 
Bal( Ks, Kf kK;; = BK, Ki G); 
于 是 得 到 本 定理 的 第 一 个 结论 . | 
第 二 个 结论 同样 地 证 明 . 】 | 
附 ” 记 ”如 果 改 变 记 号 ， 把 KK1 改 记 作 工 , 而 且 把 开 子 复 形 
玉 一 Ks 改 记 作 O， 则 
KDOLEO, Ks=RK—O, KJNK;=L—0, 
然后 切除 定理 是 说 ，(K 一 0, 5 一 0) 的 各 维 同 调 群 分 别 同 构 于 
(KK, 攻 ) 的 ， 因 而 我 们 可 以 直观 地 说 , 工 的 内 部 O 不 影响 (K, 万) 
的 同调 群 . 
例 3.3 设 六 是 一 个 n 维 单 形 (n>1), 而 且 s"'1=acs" 是 n+1 维 单 
形 。 则 
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H(i"1, go") Ha(s", §"), 
Hg", goé")~ Hl(s", $"). 
事实 上 ， 附 记 中 的 下 =8""1, 上 一 Qo8", 0 一 8711 一 s", 而 0 是 工 的 内 部 ; 定理 
3. 和 4 的 证 有 明 中 的 1=40o8*, Ks=5", KN Es=8", 


题 
1. 设 K 是 例 1IT.4.4 中 的 射影 平面 的 单纯 剖 分 , 五 是 atas，a2a8 与 asai 
以 及 它们 的 顶点 所 形成 的 子 复 珍 ， 试 求 如 (KK, 工 ) 与 HAK, 上). 
2. 设 3 一 (ao0， al, 02 ， 03 ) ， 2 一 (0， < ， a2). 试 求 HA8, 832) 与 
Hs, 82), 


3, 设 性 是 一 个 珊 边 缘 的 % 维 假 流 形 ,而 和 且 工 是 它 的 边缘 (定义 
III. 4.4), 试 求 Ha(M, 5) 与 H"(M, 上 ). 

4. 设 全 是 一 个 复 形 , 它 的 顶点 不 只 一 个 , 而 且 4 是 它 的 一 个 顶点 。 试 
用 五 的 同调 群 来 表 出 HK, 94) 与 HA(K, 24). 

5. 试 讨论 利用 KKronecker 积 把 He(K, 工 ; G) 与 瑟 ((K, 工 ) 配对 到 G、 


4. 同调 序列 


设 K 是 一 个 复 形 , 工 是 它 的 一 个 子 复 形 ， 本 节 中 将 引进 同 
” 调 序 列 这 个 概念 ， 然 后 证 明 同 调 序 列 的 恰当 性 (定理 4. 外。 这 就 
把 及 , 工 ,与 (及 , 三) 的 下 同调 群 或 上 同调 群 之 间 的 一 些 关 系 方便 
地 而 且 集中 地 表达 出 来 ， 同 调 序 列 的 应 用 在 $5 中. 


下 同调 序列 ”在 定义 3.1 前 说 过 , K 的 4 维 整 下 链 群 的 任 一 
元 索 “有 唯一 的 分 解 : 
Z 一 0r 十 ZK TLEOCAL), wr-r EOAK, L), (1) 
特别 地 ,对 于 这 三 个 链 群 的 零 元 素 , 有 


0=0rLTOFg-_L. 
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现在 引进 下 面 的 单 但 对 应 : 
ZW 一 > 十 OF VE 
dOAL) OA(R), IOAK)—> OA(K, LD) 
都 是 同 态 , 分 别 叫 作 包含 同 态 与 限制 同 态 . 
因为 苑 是 五 的 子 复 形 ， 包 含 映 射 2: 了 一 天 实际 上 是 一 个 单 
纯 上 映射 。 因 为 ? 是 由 诱导 出 的 ,所 以 它 是 一 个 链 上 映射: 
4.1 命题 0;= 认 即 i 是 链 映 射 ， 下 
4.2 命题 人 = j6, 即 7 是 链 映 射 .” 
证 明 设 2ECs(K)， 根 据 j 了 与 9 的 定义 以 及 式 (1) (参看 
定义 3.i1 后 的 附 记 )， 
jOr — 0j% = (OF)k_rL— {Ovg_r) rr 
= 10(T— Vr LD)}kRLT= (OVL) FL. 
但 工 是 太 的 子 复 形 , 所 以 9xz 是 二 土 的 下 链 ; 于 是 (62z) xz 是 
零 . ] 
链 责 射 宇 与 了 了 分别 叫 作 包含 链 映射 与 限制 链 映 射 . 还 容易 看 
出 ,下 面 的 图 表 
OO (TD) 一 > CK)— > OK, TD) ->0 (2) 
具有 人 恰当 性 . 这 两 个 链 映射 当然 分 别 诱导 出 同调 群 之 间 的 同 态 
bs = {bax}, jy = {fa}, 
io: Ha(L)—> HK), ja:HA(R)—>H,(K, 万) 
虽然 同 态 % 是 单一 的 , 7 是 满 的 , 但 未必 单一 ,7 也 未 必 满 ; 例 
如 取 攻 一 s", 工 = (参看 例 3.2).， 由 于 这 事实 , 我 们 不 能 不 感觉 
到 , 虽然 与 ) 是 明显 而 又 简单 的 间 态 , 同 态 弥 与 7 以 及 即将 引 
进 的 第 三 个 同 态 2. 可 能 引导 到 有 意义 的 结果 . 


严格 她 说 ,这 里 需要 把 链 陕 射 的 定义 1V.1.1 先 推广 到 天 对 下 链 。 但 应 如 何 推 
广 ， 是 明显 的 . 
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在 83 中 引进 (并 ，Z 上 的 下 边缘 算 子 时 , 我 们 已 经 说 过 ， 如 
采 把 二 上 的 下 边缘 算 子 2 应 用 到 Cr( 开 , 刀 ， 则 0 人 ( 开 ， 万 ) 驮 
Ce-i( 开 ,也 .但 如 果 把 2 应 用 到 Gos( 开 , 万， 则 不 但 有 

2Za(K, 1) CO il( 卫 )， 
而 且 还 有 下 述 命 题 . 
4.3 命题 复 形 K 上 的 下 边缘 算 子 9 限制 在 Go( 开 ,二 ) 上 
时 , 有 
a:Z (KR, L)—>2Z,1(D), 
0:B (EK, L)—>B,1(D). 
因而 根据 推论 B1.5，8 诱导 出 同 态 9.= {00,}: 
Ga: HalK, L)—> Ha 1(L). (3) 

证 ” 明 ( 参 看 例 4.1) 设 *E€2Z0(K, 卫 ), 即 Cz= (62)k_L=0， 
或 692EC0o1(L)， 但 06z2=0, 因而 02€2o_1(D). 

再 设 bEB(K, DD), b=lr=O¢— (Ov)1, 2 EO (KF, D). 
所 以 

b—O%= — (Or) .EOD). 
于 是 05 一 9(b 一 6+) 一 0{ 一 (6x)L}E Bi(D).】 

总 起 来 说 ， 这 第 三 个 问 态 0; 的 来 源 9 与 前 两 个 同 态 纪 , 7, 的 
来 源 i 了 有 所 不 同 : 定义 在 Co(L) 上 , 7 定义 在 Coe( 开 ) 上 ; 而 
a 原来 定义 在 Ce(K) 上 ,但 在 引进 6, 时 只 把 9 限制 在 Zo(K ,上 ) 
上 . 嚼 一 方面 , 这 三 个 同 态 有 下 述 的 相同 之 处 ， 命 题 4.3 是 说 , 对 
于 相对 下 闭 链 2E€2E€E Hel(K，, 工 )， 

6.2) = (62)* € He1(D); (4) 
当然 ， 对 于 名 与 j,, 我 们 有 相仿 的 公式 . 
例 4.1 设 尼 是 图 7 表 出 的 复 形 . 它 的 ao, a 与 2 分 别 是 6, 8 与 2, 而 
旧 它 的 子 复 形 厂 是 两 有 同形 的 一 个 二 维 单 形 的 闲 包 复 形 。 读者 可 用 此 例 来 
厦 助 百 角 僵 是 站 3 的 汪 的 ， 
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尼 


b 2 
图 7 
设 复 形 天 是 m% 维 的 .因为 有 了 上 面 三 个 同 态 ,我 们 可 以 写 下 
下 面 的 同调 群 与 同 态 的 序列 ; 


0-> HD > HK) > HK, D>H, (D>... 
> HD) > HK) > HR, D> Has(D) > 


> HolD) -> HoK) > HoK, L) >0, (6) 
叫 作 (K, 匡 ) 的 下 同调 序列 ， 在 这 序列 中 ， 当 然 在 9> 二 的 维 数 或 
> 所 一 上 的 所 有 单 形 的 维 数 时 ,分 别 把 五,(L) 或 有 匡 (K , 工 ) 理 

4.4 定理 设 KK 是 % 维 复 形 。， 而且 工 是 K 的 非 空 子 复 形 . 
一 对 复 形 (及, 工 ) 的 下 同调 序列 (5) 具有 恰当 性 . (〈 即 除去 第 一 个 
和 第 来 个 零 群 外 , 在 每 一 个 群 处 具有 恰当 性 .) 

证 明 我 们 说 一 个 序列 


GS > Gy (6) 

在 群 G: 处 具有 恰当 性 , 是 说 
pid 象 =gJk 核 . 

这 个 等 式 的 证 明 通 常 分 成 两 步 . 、 

itl 象 上 mm 核 ， wii 象 二 mo 核 . 
对 于 下 同调 序列 来 说 ， 第 一 步 比 较 容 易 ， 因 为 它 是 gpix1= 二 0 的 推 
论 , 而 我 们 就 将 看 到 ,pipir1 一 0 是 比较 明显 的 . (我 们 可 以 认为 这 
个 比较 明显 的 事实 引导 人 们 得 到 本 定理 . ) 第 二 步 稍微 复杂 一 些 ， 
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但 仍然 是 直接 而 无 曲折 的 ， 这 时 候 ， 对 于 0 核 的 任 一 元 素 9， 必 
须 求 得 Ga 的 一 个 元 素 giri, 使 得 iri(91+1) 一 %。 (在 下 面 的 证 
明 中 ， 0 与 qt1 分 别 是 2 与 9; 而 Vi(90 =0EG_ 1 给 出 与 G -有 
关 的 2.》 
本 定理 的 证 明 分 成 三 部 分 ,而 每 一 部 分 又 分 成 两 步 . 
1) 五 (及 ) 处 的 恰当 性 .序列 中 有 关 的 一 段 是 
HL) -于 > Ha(K) -> HK, L). 
第 一 步 是 明显 的 .事实 上 , 从 式 (2), 或 直接 从 纪 与 j 的 定义 , 有 
22 一 0; 因而 从 命题 IV .1.3, jw%, 一 0. 

第 二 步 , 设 2E2EHA(K)， 而 且 外 =0.。 这 就 是 说 ， 
jzE Ba(KK, 工 ); 即 存在 2EOori( 尺 , 工 ), 使 得 C2 一 jz; 换 句 话说 ， 
(2w)g_z 一 (2)x_-z， 因 此 2 一 6%EO4(I)， 记 y=z 一 9%, 则 ay 一 3z 
一 60% 一 0, 即 yE2LolD)， 另 一 方面 , (9) 二 (1) "一 (2 一 602) "一 

2) 五 (KK, 工 ) 处 的 恰当 性 .序列 中 有 关 的 一 段 是 

HA(E)-*> HK, DD—> Heil). 
第 一 步 , 设 xsE3E 互 。( 尼 )， 根 据 式 人 扫 与 了 的 定义 ,jz=2 一 2 所 
以 8jz 一 0( 一 2) EB。:(Z)， 于 是 根据 命题 4.3 或 式 (4 和，0.7。(2) 
一 (0j2)* 一 0，( 在 9 二 0 时, B_1( 了 DD 与 五 -:( 轧 都 看 作 是 零 群 .) 

第 二 步 ， 设 2E2EHA(K, 工 ,而 且 9. 把 一 0 从 式 (4)， 
2zE Bi( 了 )， 即 存在 xzECoe(Z) 使 得 92 一 9%，( 在 9=0 时 ， 可 取 
z==0.) 记 4 一 2 一 z， 则 一 方面 有 4 一 z 一 ZEGu( 玉 )， 另 一 方面 又 
有 jy=jC 一 2) 一 2。 于 是 和 (人 一 2 

3) 五 (IL) 处 的 恰当 性 .现在 序列 中 有 关 的 一 段 是 

Han(K, DD) > HD) > He(K). 
第 一 - 步 ， 对 于 zEiE Hon(K, 工 ), i.0.(2) 一 (i202z)", 但 102: 一 02E 
B,(K); 于 是 i9, 一 0，( 在 g=n 时 , Han(K, 了 =0, z=0.) 
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第 二 步 ， 设 2ESE 及 (LL)， 而 且 纹 (好 =0， 这 就 是 说 , 2 一 
2E€ BK); 即 存 在 XEOQor(K), 使 得 训 =2:=-O%。， 命 y=J%, 设 
y E53 我 们 要 来 证 明 0. 少 =2.，。 根据 命题 4.2 以 及 区 一 9， 有 

cu 一 C18 一 100 = =0, 

即 yEZari(, 了 .再 者 ，j2 一 4 一 wz 列 涵 21w 一 00 一 9(2z)， 这 
里 9(2r) € Bs(IL); 因而 

a.( 人 一 0.(Jo) ~ (0j2)"= (60%)"=2. 1 


上 局 调 序 列 ” 设 GQ 是 任 一 交换 群 。 考虑 一 对 复 形 (下 ,， 也 的 
同 态 ?与 7: 
OD) — > OK) -一 > OK, L) 
的 对 偶 同 态 ?2 与 7: 


OL G) < OK;G) OK, L; G)， 
K 上 的 一 个 上 链 2 也 有 唯一 的 分 解 : 
w=w,t or, TECUL; GG), wk LEOCUAK, L; G),. (1e) 
容易 看 出 ， 
Vm, 9 WrR_L OTVEL; 
即 六 是 包含 同 态 , 面 人 是 限制 同 态 , 与 下 同调 时 恰 相 反 . 〈 见 习题 
1) 还 容易 想到 下 列 命题 与 定理 
41ec 命题 6-5.1】 
4.2c 命题 760).】 
根据 这 两 个 角 古 ， 与 7) 分 别 诱导 出 同 态 信 与 7 了， 
Hi(L; G) < HK; GG) < 二 Ha(K, L; oa). 
4.3c 命题 复 形 上 上 的 上 边缘 算 子 3 限制 在 Z*(L; G9) 上 
时 ,有 
8:2Zo(T G) 一 > Ourt(K L; G), 
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8:P (LG) —> Bri(K, L, G). 
因而 3 诱导 出 一 个 同 态 
:HL,G) 一 > HHi(K, LG). 1 (36) 
4.4c 定理 设 K 是 % 维 复 形 , 也 是 天 的 非 空子 复 形 ， 一 
对 复 形 (K, 工 ) 的 上 同调 序列 


0<—H"(L) < H"(K) < 万 *( 开 ,万 ) < He"-1(L)<—.… 
< HD < HK)< HK, LD) < Hr) < 


HOT) HK)< HOCK, Le 0 (5o) 
具有 恰当 性 . ]】 

附 记 在 定理 4.4 与 4.4c 中 的 系数 群 / 改 为 任意 交换 群 
G 时 ,定理 仍 成 立 ,而且 证 明 在 形式 上 仍 是 一 样 的 . 

例 4.2 假设 习题 3 中 的 1)。 祖 据 s"(2>1) 的 同调 群 以 及 定理 4.4 与 
4.4c,， 有 

Hals", 8 ) Ha a(s"), Hals", 8")2 Hs"), gq>1. 

例 4.3 用 前 一 例 的 方法 , 知 例 3.3 中 的 

Hoag"t1, gog" YT Ho"t1), Hs"tl, aog")T Hg), gq>1. 

单纯 映射 与 同调 序列 的 同 态 设 (K, 上 与 (K', L') 是 两 对 
复 形 ， 如果 f:K 一 并 是 单纯 映射 , 使 得 有 (LCL, 我 们 就 说 了 
是 从 (天 ,已 到 (天 大 ) 的 单纯 映射 ,并 记 作 了 : ( 开 ,7 一 (开元 )， 
这 时 候 , 当然 有 诱导 出 的 同 态 : 

fa: HealK)—> HAK'), (有 7 思 mo 五 (人 一 五 (7 ). 

不 但 如 此 ,我 们 来 说 明 , 这 时 候 广 还 上 自然 地 诱导 出 从 Ho(K， 
工 ) 到 五 ,(K', DL') 的 另 一 个 同 态 . 考虑 任 一 yEOs(K, 攻 ， 然 
后 存在 ZEOQs(K), 使 得 zxg_z=y。 我 们 定义 

f(y) = (om mm (7) 

这 定义 不 依赖 于 2 的 选取 ; 因而 可 取 z=y 事实 上 ， 如 果 
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wm'EO4(K) 使 得 or-z= 纺 则 因为 
(万 CC 了 (fo 一 (oo) gr. 
再 者 ， 广 :Cu( 开 ,万 一 Co(K', 卫 ) 是 链 映 射 , 因为 , 根据 6 与 了 的 
féy= jay)r-z= (foy) rr 
= (Ofy) gr =6(fy) er = dfy, 
这 里 的 y 有 时 被 看 作 是 Cl 及 ) 的 元 素 . 因而 诱导 出 同 态 
fe: HlK, L)-—> HK', D'); 

它 就 是 上 文 所 说 的 、 了 自然 地 诱导 出 的 另 一 个 同 态 . 

4.5 命题 一 个 单纯 映射 1:(K, 工 一 (K', 芽 ) 所 诱导 出 
的 下 同调 群 之 间 的 三 个 同 态 5, f, 与 (f | 站, 使 得 下 列 图 表 具 
有 交换 性 ， 
> HD) > HR) > HEK, Db -> HD >... 

| 。 | 居 [clpe 

> HD) > HAR) -全 > HK', I) > HL > 

在 这 意义 下 ,我 们 说 了 诱导 出 (区 , 工 ) 与 (K', DL) 的 同调 序列 
之 间 的 一 个 同 态 . 

证 明 我 们 只 证 明 下 列 三 个 等 式 : 

fais = fID, fojs—=jsfor, (Fa2=2.P 
中 的 最 后 一 个 , 其 他 两 个 的 证 明 类 似 而 且 比 较 容易 

考虑 任 一 zEIal(K, 了 .，f8x 是 同调 类 (fi 了 1w8 避 中 的 一 
个 闭 链 ， 另 一 方面 , 根据 式 (7) ( 取 y 作为 其 中 的 2)， 
0f2=0(f2) rr =0{f2— (fer} =0f2— (fz)r, 
所 以 8fz 与 9fz 都 是 同调 类 3,f ow 中 的 闭 链 . 但 由 于 弛 ==f2, 所 
以 得 到 第 三 个 等 式 ，】 : 
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习 题 


0。 OL; 6)< OUR; Ge OUK, L: Ge 0 
具有 恰当 性 .参看 $1 的 习题 3 与 6. 
2. 设 ( 玉 , 荆 ) 是 一 对 复 形 . 试 举例 说 明 : 下 面 的 包含 同 态 4 与 限制 同 态 
8 都 不 必 能 与 下 边缘 算 子 交换 : 
a:CAER, L)—> CA(KR), Bi:CAK)—> CAL)., 
3. 利用 前 习题 中 的 a 与 8, 定义 v 一 B2a， 试 证 ，3v 一 一 v6, 因而 v 话 
导出 同 态 vy:Ha(K, LL) 一 Ho-i(L). : 
并 试 证 : >* 即 命题 4.3 中 的 2。. 
4. 设 式 (6) 是 恰当 序列 ， 试 证 : 
1) pti— P10 PG TG 1 
2) G=0 Opin=p=0; 
3) (入 一 0 会 Vsr? 象 =Gi+i 与 Pi—1 核 王 0 . 
5. 试 从 例 3.2, 4.2 与 4.3, 用 归纳 法 证 明 豆 。(i7 DJ， n>1, 
6. 设 (K, 荆 ) 是 $3 的 习题 1 中 所 给 定 的 一 对 复 形 . 试 求 它 的 整 下 同调 
序列 中 每 个 同 态 的 核 与 象 . 
7. 设 33 一 (a, al, a2，a3)， 而 且 s 一 (ao, al 02)。 设 单纯 映射 f:(8， 
s3) -> 《83, 03)， 这 里 ja3) 一 a3， 丰 (ai 一 09, 10, 1, 2 试 求 了 所 诱导 出 的 
三 个 同 态 六，Cfls2)。 子 . 
8. 试 证 定理 4.4c. 


5、 增 广 复 形 .切除 定理 与 同调 序列 的 应 用 


为 着 简化 一 些 公式 与 讨论 ,本 节 中 将 首先 引进 复 形 尼 的 增 广 
复 形 , 并 给 出 一 对 复 形 的 增 广 辣 调 序列 ， 然后 给 出 切除 定理 与 这 
个 同调 序列 的 一 些 应 用 . 

本 节 中 只 限于 系数 群 J， 任 意 交 换 群 G 的 讨论 是 相同 的 . 

本 节 中 关于 增 广 复 形 的 一 些 结果 ， 特 别 是 关于 上 同调 的 全 部 
结果 ,都 无 证 明 ， 第 一 次 读 时 , 可 以 只 先 掌握 增 广 复 形 的 下 同调 群 
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的 定义 , 与 已 证 明 的 部 分 , 并 承认 定理 5.3， 即 进而 读 以 后 的 应 用 
部 分 . 


增 广 复 形 ” 设 玉 是 一 个 复 形 . 引进 一 个 新 元 素 , 叫 作 负 一 维 
的 单 形 , 记 作 s*. 记 
K*~K Ut{s}, 
叫 作 的 增 广 复 形 . 把 8! 作为 的 每 一 个 单 形 的 面 , 特别 地 ， 
它 是 的 每 一 个 顶点 & 的 面 ， 在 把 单 形 理解 为 点 集 时 , 8 “可 以 
理解 为 空 集 ， 引 进 s ?的 定向 , 说 s ”有 两 个 相应 的 有 问 单 形 , 记 
作 s 与 一 8 然后 从 大 的 下 边 绿 算 子 9 一 {90}, 定义 上 的 下 
边缘 算 子 6 二 404): 
2 一 0， Ot (+a)=+ts!, Of=60s, 9I>0， (1) 
2+ 也 叫 作 五 的 增 广 下 边缘 算 子 . 
明显 地 还 有 9+8+ 0. 于 是 增 广 复 形 K! 的 下 同调 群 , 或 & 
的 增 广 下 同调 群 ,定义 为 
太 ,(K'*) 一 07 核 ;0t41 象 ~Io(K1)/Ba(K*)， 
1 一 一 1 9, 工 ,… 
复 形 五 的 增 广 上 边缘 算 子 9: = {54} 与 增 广 上 同调 群 如 何 定义 是 
明显 的 . 
5.1 命题 如 果 复 形 玉 非 空 , 则 
Hl(K*)=0, 五 o( 开 ) 一 v 十 五 o( 天 一)， 
HakK’*)=Hu(k), gq>0, 
Hi1(K+)=0, HK)~J +H"(KT), 
Hi(K+)=Hi(K), g>0. 
如 果 长 是 空 的 , 则 
HK:)TJ, HA(K*)=H,(K)=0, g>0, 
Hi(K*)~SJ, HAK*)= HK)=0, g>0. 
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证 明 首先 ,考虑 非 空 的 复 形 玉 的 增 广 下 同调 .因为 不 过 
涉 到 s-! (参看 式 (]))， 有 
LaK*)=Z (KRK), gq>0; BA(K+')=BA(K), g>0; 
所 以 有 4 六 0 时 的 结论 ， 在 y= 一 1 时 ,因为 
Z_i(K+)=.Js-1=B. (K+) 
(后 一 等 式 用 到 KK 非 空 这 个 假设 ) 最 后 考虑 一 0 一 方面 
Geo(K+) 二 {KK 上 的 零 维 链 wolIn(zo) =0} 二 Bo( 开 +)， 
另 一 方面 , 如 果 4 为 KK 的 一 个 固定 的 顶点 , 则 
LolK)=Jat+ZLoKR'), BolK)=0,.+Bo(K'), 
关于 空 复 形 及 的 结论 是 明显 的 .了 
例 5.1 设 下 是 一 个 锥 形 。， 利 用 增 广 复 形 尺 +, 例 III.4.7 与 例 2.5 的 
结果 , 在 用 整 系 数 时 , 可 以 简写 为 
HAE+)=0, HRK+)~0, g>0. 
考虑 一 对 复 形 (K+; LIL+)， 这 时 粒 , L?* 中 的 负 一 维 单 形 就 是 
K+ 中 的 负 一 维 单 形 ， 及 + 一 L+ 一 区 一 工 不 再 含有 s+。 所 以 明显 
地 有 下 述 命题 . 
5.2 命题 不 论 一 对 复 形 (K, 荆 中 的 工 是 否 空 复 形 ， 
Hi(K*, L*)=0, HK', LL)=H,(K, LL), og>0, 
Hi(Kt+, L*)=0, HK+, LL)~=.H(K, L), og9>0. 】 
设 ( 玉 ,万 ) 中 的 羽 是 m% 维 的 , 而 且 玉 与 工 冰 非 空 ; 考虑 一 对 
增 广 复 形 ( 玉 +，Z+)。 完 全 同 84 中 定义 页 , 各, 8, 那样 , 得 到 下 列 
同 访 ， 
HA(LY) 一 - “> HA(KT+) > HA(KT, Lt) -2 -一 人 > Hi(Lt), (2) 
而 且 
一 i 和 一 jox， 一 96， 9q>0， (3) 
在 9= 一 1 时 , 式 (2) 中 的 前 三 个 群 都 是 零 群 ,根据 命题 5.1 与 5.2， 
8+, 一 0, 根据 式 (1) 的 8.:= 0; 而 且 瓦 _(E+) 理解 为 零 群 . 所 以 ， 
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如 果 写 出 (K+, 5+) 的 下 同调 群 的 序列 ， 我 们 就 不 必 写 出 9 一 一 | 
的 那些 项 ; 而 且 根 据 命 题 5. 工 与 5.2 以 及 式 (3), 这 序列 如 下 : 


OH Sy HE) SS HK, L) > 万 (CD 
> Hoa(K, LD) > HN) -> HAK) > HK, D> 
> HK, D> HD) > HoCK*) > HK, 1)->0. 

(4) 
这 序列 叫 作 (及 , 工 ) 的 增 广 下 同调 序列 ， 它 与 (及 , 的 下 同调 序 
列 (§4 中 的 式 (56)) 有 相等 的 项 数 . 
同样 地 ,有 ( 玉 , 厂 ) 的 增 广 上 同调 序列 : 


7 7 并 合 关 
0 H"(L) <— H"(K) < H"(K, LD) < H"1(D)e- 
< Hi(K, L) ED 一 HRK) < Hi(K, De 


< FE 万 < 一 -万 (DT 一 i FoR+) < HK, De0. 
(406) 
5.3 定理 设 忆 是 mn” 维 复 形 ,而 且 并 是 天 的 非 空子 复 形 . 
( 慌 ， 瑟 ) 的 增 广 下 同调 序列 (4) 与 增 广 上 同调 序列 \4e) 都 具有 恰 治 
性 .】 
因为 命题 5.1 中 非 空 复 形 K 与 增 广 复 形 区 :+ 的 零 维 同调 群 
之 间 的 关系 ,本 定理 比 定理 4.4 与 4.4c 更 加 明确 . 
例 5.2 把 以 a 为 顶点 .以 复 形 工 为 底 的 锥 形 K 改 记 作 ao 过 . 则 
:HlaoL, DT Ha Tt), O*sHoHL' HaoL, L), 94>0. 
证 明 当 90, 应 用 例 5.1 与 定理 5.3; 当 9g=0, 还 再 用 命题 5.1 中 
的 Hi(L')==H-1(L*)=0. 】 
这 结果 在 二 是 空 的 子 复 形 时 仍 成 立 , 因为 命题 5.1 中 的 Hy(77)， 
HLT, 


相对 同调 群 化 作 绝对 同调 群 ” 例 5.2 只 说 明 一 对 特别 的 复 形 
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(aoJ,, 上 ) 的 同调 群 能 按 一 定 方式 化 作 一 个 增 广 复 形 忆 的 同调 
群 。 现在 考虑 任意 一 对 复 形 (K, 攻 . 设 天 是 维 单 形 全 的 一 
个 子 复 形 .然后 Uaoe 了 是 六 十 在 维 单 形 as* 的 一 个 子 复 形 .把 
KK Uco 叶 的 增 广 复 形 记 作 天 + Uaoe 二 ， 我 们 来 证 明 ( 开 ， 轧 的 同调 
群 能 化 作 上 * UaceL 的 同 维 的 同调 群 . 

5. 和 4 定理 ”对 于 任意 一 对 复 形 (K，, 工 )， 

HK, LH (Kt UaoL), 
HK, LHeA(KTtUaoL), gqg9>0. 

证 明 考虑 一 对 复 形 (KUacL, aoL). 复 形 玉 Uaoz 中 
的 开 星 形 Stc=ao 了 一 也 是 go 上 的 一 个 开 子 复 形 .。 根据 定理 3.4 
与 那里 的 附 记 ， 

HK, L2H(K Uco go), 
Hi(K, LTHI(K UacL, aoL), 
因为 goL 是 锥 形 , 应 用 例 5.1 与 (K UacL, gc 了 的 定理 5.3,， 
就 得 到 
HK UaoL, ooL)~T Ha(KT* Uac), 
HK UaL, ooDTHI(K'*UYUaD). 站 

附 记 设 (K, 了 与 (K', 氏 ) 是 两 对 复 形 , 而 且 g:K > 帮 
是 同 胚 ,使 得 gl 工 :LL~>L 上 也 是 同 胚 . 我 们 就 说 p: (KK, 上 ->(K'， 
LL) 是 同 且 ， 根据 本 定理 , 我们 立刻 能 从 绝对 同调 群 的 拓扑 不 变性 
推出 ( 有 K, 工 ) 与 (K', L) 的 同 维 同调 群 同 构 。 在 这 意义 下 ， 我 们 
说 ,相对 同调 群 是 拓扑 不 变性 . 再 者 , 还 能 从 绝对 .上 下 同调 群 之 
间 的 关系 推出 相对 上 下 同调 群 之 间 的 关系 . 


通过 相对 同调 群 来 计算 8"o 上 的 绝对 同调 群 ” 我 们 应 用 前 一 
定理 与 它 的 证 法 , 来 计算 一 种 复 形 部 ce 荆 的 同调 群 。 首先 , 我 们 害 
义 两 个 复 形 下 与 的 统 联 KoL, 作为 锥 形 的 一 种 推广 设 
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给 定 的 两 个 复 形 到 与 大 无 公共 顶点 ,而 且 对 于 天 的 任 一 单 形 
一 (0, 04) 与 工 的 任 一 单 形 1= (8, bY,…-, 05")， 
st = (@°, a, “0 02， 0°, bt, 。 0b’) 
是 一 个 单 形 . 例如 , KK 与 工 是 一 个 适当 高 维 的 单 形 的 、 无 公共 顶 
所 的 两 个 于 复 形 。 如果 下 = {sd, 工 = 1， 它们 的 统 联 就 是 
KoL= {8s} U {8} U {st)}. 
容易 看 出 ， 它 是 一 个 复 形 ; 而 且 如 果 这 两 个 复 形 中 的 一 个 是 空 的 ， 
则 统 联 就 是 另 一 个 复 形 . 为 简便 起 见 , 它 的 增 广 复 形 记 作 KoL*. 
现在 我 们 只 限于 讨论 oe，8oL 叫 作 以 元 为 底 的 双 角 和 锥 ; 例 
如 多 维 欧 儿 里 得 空间 本 中 的 | 十 |za| 十 … 十 | 加 | 一 上 是 五 "一 
中 的 [zz| 十 1za| 十 … 十 |w-a| =1 的 双 角 锥 后面“ 环绕 复 形 ”的 
讨论 将 牵涉 到 s"o 工 . 
5.5 命题 H,(8"o0Lt) SH, (Lt!), 
Hi(8oLt)~T HO"(L+), gq>0, 
证 明 设 名 =(@ ,03,…, 49”).， 记 


明显 地 有 
8"—Olgs"1l arog" 1, 
groL* = (Ols"1 Uarog"-1)oL+, (5) 
把 Ols"1oL, 名 -+1oL, a 分别 作为 定理 5.4 中 的 及 , 工 , 4, 因 
而 根据 式 (5) 名 o 荆 是 那里 的 及 UaoI 因而 定理 5.4 给 出 
Ha(Cls" 1oL, 8"-1oL) ~ Ha(8oL’). (6) 
因为 C1"-1o 工 是 锥 形 , 例 5.1 与 定理 5.3 给 出 
3,: Ha(ClstoL, "10D) ~ Hes(1oL:). 
式 (6) 与 上 式 给 出 所 求证 的 结果 .1 
本 命题 有 一 些 值得 提出 的 特例 , 例如 % 一 1, 或 工 是 空 的 ,或 
研一 六 
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环绕 复 形 : 局 部 同调 群 ” 这 两 个 概念 都 是 在 $7 中 定义 闭 组 
合流 形 时 所 需要 的 但 上 面 的 统 联 概念 以 及 命题 5.5 与 其 证 明 很 
自然 地 引出 这 两 个 概念 ， : 

我 们 考虑 任 一 复 形 六. 设 曙 是 下 的 任 一 单 形 ， 长 中 的 以 
s? 为 面 的 每 一 个 单 形 都 可 写成 斑 的 形式 , 这 里 i 是 KK 的 一 个 单 
形 或 空 的 ，(t 是 空 的 时 , s 引 就 是 5.) 8 在 五 中 的 闭 星 形 Sts” 是 
由 全 体 这 种 st 及 其 面 所 组 成 的 ; 它 是 天 的 一 个 子 复 形 。 用 
(Sts?)" 表示 Sts? 中 的 .不 以 s? 为 面 的 单 形 的 集合 ; 它 也 是 攻 的 一 
个 子 复 形 . 容易 看 出 ,Sts? 中 的 、 上 文 所 说 的 单 形 二 的 集合 ,是 一 
个 复 形 , 是 K 的 一 个 子 复 形 , 时 作 时 在 关中 的 环绕 复 形 ， 记 
作 Lk s?. 

Lks’=— {tf|srt ESts?’} = {tst EK}. (7) 
(建议 读者 取 特 殊 的 K, 求 出 Lk s".) 从 定义 , 立刻 有 

5.6 命题 Sts? 一 Cls?oLks?, (Sts?)’=i?oLks?, ] 

然后 从 式 (6) 与 命题 5.5， 得 到 下 述 命题 . 

5.7 命题 Ho,(Sts’, (Sts’)') 之 五 -pi(Lk' s?)， 

五 "Sts?，(Sts?) ) TH (Lk's). 

例 5.2 是 p=0 时 的 本 命题 本 命题 中 的 (Sts，(St) ) 的 同 
调 群 ， 对 于 一 般 的 复 形 丸 ， 表 出 K 的 .在 “附近 的 ”同调 性 质 ， 
事实 上 , 设 z 是 多 面体 1K| 的 任 一 点 , 而 且 Carxr 2%=s?. 把 
(Sts?，(Sts?)') 的 同调 群 叫 作 五 的 在 点 % 处 的 局 部 同调 群 ， 记 作 
Hi (%) 与 H¥(%). 

Ha (2) = Ha(Sts’, (Sts?)'), 
五 & (2) =— H'(Sts?, (Sts?)')., 

下 面 的 定理 能 够 证 明 , 但 本 书 中 不 证 . 

5.8 定理 ” 复 形 K 在 它 的 任 一 点 x(E1K1) 处 的 局 部 同调 
群 HE(z) 与 HY(z) 是 上 的 拓扑 不 变性 .1 
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习 题 

1， 试 补 出 命题 5.1 关于 上 同调 部 分 的 证 明 . 

2， 试 下 定理 5.3 关于 下 同调 的 部 分 . 

3， 设 复 形 尺 是 它 的 两 个 零 调 的 子 复 形 K1 与 及 的 并 集 : K=K1UK;. 
命 民 二 及 1 几 式 9， 试 证 : 

1) XCK)+x(K')=x(K1) +x(Ks); 

这 里 的 x 表示 了 uler-Poincark 示 性 数 ; 

2) HE)SH A(K'), HAK'+)SHHIK+), gqg>0. 

4、 斌 证 定理 5.4 后 的 附 记 中 所 说 的 相对 同调 群 的 拓扑 不 变性 ， 

5， 设 7 是 复 形 大 的 一 点 ,但 不 是 下 的 一 个 顶点 ， 而 且 设 8? 是 Carxzx. 
引进 2 作为 唯一 的 一 个 新 顶点 , 用 X 与 玉 的 顶点 把 五 重 分 ( 非 重心 重 分 ) K 
为 复 形 乓 '， 试 证 : 

HY'(o) ~ HE). 


6. 块 形 剖 分 


各 种 整 同调 群 的 计算 , 都 可 以 化 作 整 下 同调 群 的 计算 .。 从 多 
面体 的 同调 群 计 算 的 角度 看 ， 复 形 或 多 面体 的 单纯 判 分 是 不 方便 
的 ; 例如 环 面 的 单纯 剖 分 就 至 少 有 ”7 个 顶点 , 21 条 楼 与 14 个 三 角 
形 ( 参 看 10 $5 中 的 习题 和 与 例 1II. 4.3). 早期 的 拓扑 学 文献 中 ， 
就 常常 考 虑 多 面体 的 凸 胞 腔 ( 凸 多 边 形 及 其 高 维 的 推广 ) 训 分 ， 不 
限于 单纯 削 分 . 本 节 则 仍 从 复 形 长 出 发 , 把 五 的 单 形 适 当地 形 
集 起 来 , 作成 较 少 个 数 的 各 维 块 形 ( 用 到 相对 同调 群 的 概念 ), 得 到 
攻 的 块 形 前 分 .然后 证 明 在 计算 玉 的 整 下 同调 群 时 ， 能 用 块 形 
旗 分 来 替代 单纯 前 分 .最 后 计算 n 维 的 射影 空间 的 整 下 同调 群 ， 
作为 块 形 前 分 的 应 用 . 

下 一 节 还 将 见 到 块 形 前 分 在 流 形 理 论 方面 的 应 用 . 

块 形 剖 分 设 上 是 一 个 % 维 复 形 . 设 
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B(K)={of}, p=0, 1, .…, n, j=1, “, Br (>0) 
是 有 的 一 族 子 复 形 , o? 是 7 生计 罗 而 3 抽 下 大 有 了 复 形 的 
并 集 即 :Uof 一 KK， 命 
Br(K)=~Uo;, -ofNB!(K), 


这 里 的 和 号 U 是 对 于 所 有 的 和 2 与 所 有 的 7 展开 的 ; 它们 也 都 
是 五 的 子 复 形 . 设 B(K) 还 满足 下 列 三 个 条 件 ; 

1) 族 瑟 (天 ) 中 两 个 不 同 的 2 维 成 员 无 公共 的 2 维 单 形 ， 

2) 族 B(K) 中 任意 两 个 成 员 的 交 是 族 中 的 一 些 成 员 的 并 集 ， 
或 者 是 空 集 ， 

3) 及 u(of, 9f) 是 无 穷 循环 群 或 零 群 ,按照 4 一 Pp 或 9 到 7. 

这 时 候 , B(KK) 叫 作 五 或 多 面体 |KK| 的 一 个 块 形 剖 分 ，g? 
电 作 2 维 块 形 ，B?( 玉 ) 则 作 2 维 骨 架 ,08 叫 作 of 的 边缘 , of 一? 
叫 作 开 块 形 . 

前 两 个 条 件 是 关于 块 形 的 规则 相处 ， 第 三 个 是 关于 决 形 的 同 
调 性 质 ， 复 形 K 这 单纯 前 分 是 五 的 一 个 特殊 的 块 形 前 分 . 

例 6.1 设 玉 是 例 IITI.4.3 中 的 环 面 的 单纯 剖 分 . 取 芝 为 c% 边 4B 上 
的 全 体 单 形 为 cb 边 44' 上 的 全 体 单 形 为 3, 顶点 4 为 9; 它们 组 成 下 的 
一 个 块 形 剖 分 ， 

设 忌 是 二 维 球 的 八 面 形 剖 分 ， 取 南北 两 半球 为 03 与 93, 赤道 在 东西 两 
半球 的 部 分 为 01 与 c 轴 ci 与 93 的 两 个 交点 为 gi 与 03; 它们 组 成 五 的 一 个 
块 形 训 分 ， 

设 玉 是 % 维 单 形 ， 取 下 为 唯一 的 一 个 o", 尺 的 一 个 顶点 为 唯一 的 一 
个 o0; 它们 组 成 下 的 一 个 块 形 剖 分 . 

设 玉 是 % 维 球 的 单纯 剖 分 ,取信 为 唯一 的 一 个 2", EK 的 一 个 顶 点 为 唯 
一 的 一 个 ao; 它们 组 成 下 的 一 个 块 形 剖 分 

这 些 例子 还 说 明 , 块 形 剖 分 可 以 有 与 单 形 剖 分 不 同 的 性 质 .， 倒 如 一 个 块 
形 可 已 不 是 零 调 的 ,p 维 块 形 的 边缘 的 维 数 可 以 小 于 2 一， 两 个 相交 块 形 的 
小 不 只 是 一 个 块 形 ， 还 筑 注意 ，B?CK) 虽然 是 由 BCK) 中 所 有 不 大 于 
y 维 的 块 形 组 成 的 , 但 不 必 是 由 KK 中 所 有 不 大 于 2 维 的 单 形 组 成 的 . 
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现在 列举 有 关 块 形 的 边缘 、 块 形 的 交 、 与 骨架 的 一 些 性 质 , 作 
为 下 述 的 命题 . 

6.1 命题 (i) 9? 是 一 些 低 于 p 维 的 块 形 的 并 集 , 而 且 是 否 
空 集 , 按照 p=0 或 7 二 0, 

(ii) ofNocorNes, i ofNorcor, r<p. 

(ii) Br(K) 一 (gf-69) 是 KK 的 一 个 子 复 形 . 

证 上 明 (i) 5f=ofnB?T(K) 一 U(lofNoy), 这 里 的 和 号 
U 是 对 于 所 有 的 "<p 与 所 有 的 了 展开 的 ; 然后 条 件 2) 与 块 形 维 
数 的 定义 给 出 (i) 的 第 一 个 结论 。 边缘 的 定义 或 条 件 3) (对 于 
9 二 0) 分 别 给 出 (i) 的 第 二 个 结论 的 两 部 分 . 

(ii) 根据 条 件 1) 与 块 形 维 数 的 定义 ，offo9 是 不 大 于 p 一 1 
维 的 子 复 形 .然后 条 件 了 二 与 2) 以 及 块 形 维 数 的 定义 给 出 
ofNo9C Br 7(K). 这 蕴涵 

eoc (cgn Br 1K) N (oN Bi(K)) =orN os. 

从 7 己 Br +1( 玉 ), 我 们 得 到 第 二 个 结论 . z 

(iij) 因为 PP(K) 一 (of 一 609) = Uo?， 这 里 的 和 号 U 是 对 于 

所 有 7<p 时 的 所 有 j, 以 及 rp 时 的 所 有 的 ji 展开 的 ，] 


设 B(K) 一 {of} 是 复 形 KK = {sf} 的 一 个 块 形 前 分 ， 由 于 块 

形 of 维 数 p 的 定义 与 条 件 3), 一 对 复 形 (af, 58) 的 2 维 闭 链 群 是 
Zolgt, ca 一 已 (cg 好) 二 .7 

因而 2Z,(gf, ca 包 有 两 个 生成 元 , 一 个 是 另 一 个 乘 上 一 1. 块 形 of 通 
过 Zolg?,， 699) 决定 这 两 个 生成 元 , 就 如 同一 个 单 形 8 决定 两 个 有 
向 单 形 土 剖 一样。 把 这 两 个 生成 元 中 的 一 个 记 作 o3?, 叫 作 相应 于 
of 的 一 个 有 向 块 形 。 of 是 of 一 69 上 的 一 个 jp 维 单纯 链 ( 即 单 形 
所 组 成 的 链 ); 而 且 从 生成 元 of 的 定义 ， 单纯 边缘 链 07 是 在 好 
上 的 一 个 7p 一 1 维 的 单纯 链 , 因 而 它们 都 是 及 上 的 单纯 链 , 这 里 的 


2 是 玖 上 的 下 边缘 算 子 . 


例 6.2 各 请 太 一 个 千 的 卓 心 重 分 S4K 的 抉 形 章 分 B= {54s 引 。 这 剖 

分 书 涝 的 清 是 条 件 了 ;是 征 洪 据 IY $3 中 的 式 (1)， 
(Lu?) =Sd?, 
因而 吾 也 满足 条 件 2)。 8 也 满足 条 件 3), 已 见 例 3.2.。 再 人 委 据 IYV $3 中 的 
式 《8),， 有 
Od,s? = Sd, .10s4; 
这 就 涪 朋 
Sdps? E OCSC Sd:?)=H,CSds?, Sass), 

是 块 形 sc 的 相应 的 有 疝 块 形 . 

对 于 给 定 的 BLK)， 以 整数 为 系数 的 、 诸 of 的 任 一 线性 组 合 
叫 作 上 的 一 个 块 形 链 、 一 个 块 形 链 当然 也 是 玉 上 的 一 个 单纯 
链 ; 但 反之 ,一 个 单纯 链 明 显 地 不 必 是 一 个 块 形 链 ， 下面 的 引 理 将 
引导 我 们 确定 单纯 闭 链 的 同调 类 中 的 块 形 链 ; 证 明 的 方法 可 以 说 
仍 是 I$4 各 人 鲍 中 的 “ 挤 到 边 上 去 的 方法 , 现在 的 边 当 然 指 的 是 
of.， 在 下 面 的 引 理 中 ,记号 链 zC 复 形 上, 指 的 是 z 在 工 上 ;记号 
链 z 信 链 y， 指 的 是 x~gy 在 上 . 

6.2 引 理 设 B8(K)= {of} 是 复 形 大 二 {89} 的 一 个 块 形 剖 
分 . 

(i 如果 单纯 链 coE Co( 玉 )， 而 且 coC BI-+( 及 )， 则 存在 一 
个 4 维 单纯 链 doC BK), 使 得 co 一 4s~0， 因 而 

Od, = 2c BT1(K). 

(ii) 如 果 单 纯 链 导 Bx(K), 而 且 acvcC Bi( 玖 )， 则 ev 是 一 
个 块 形 链 . 

(iii) 如 果 单 纯 链 cs EO0Qo(KK), 而 且 G6oC Br1(K), 则 存在 一 

个 4 维 块 形 链 doC Br(K ), 使 得 co 一 da~0. 

证 明 先 从 人 与 (ii 来 证 明 (ii) ， 人 与 (ii) 的 假设 是 相同 

的 ， 所 以 根据 (i), 存在 具有 的 结论 中 的 链 d。。 这 个 链 do 现在 
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又 满足 (ii) 的 关于 链 co 的 假设 ， 所 以 根据 (ii), do 是 一 个 块 形 链 . 
这 就 证 明了 Gi) 是 G) 与 (让 的 推论 . 

现在 来 证 明 (i). 首先 , 我 们 要 把 满足 但 的 假设 的 单纯 链 6 
挤 到 边 上 去 ， 因 为 块 形 of 是 KK 的 p 维 子 复 形 以 及 B(K) 的 成 员 
全 体 盖 满 ,存在 这 样 的 整数 p 之 9， 使 得 

cB?(K), 

这 里 的 B?(K) 是 K 的 2 维 子 复 形 . 这 缆 涵 任 一 个 2 十 1 维 的 开 
块 形 gf 一 上 9 都 不 包含 co 中 的 一 个 单 形 ( 即 在 co 中 出 现 的 、 具 
有 非 零 系数 的 有 疝 单 形 ). 但 2 维 的 开 块 形 虽 一 到 却 未 必 如 此; 
我 们 就 是 要 把 cv 在 of 一 04 中 的 部 分 挤 到 边 绿 0? 上 去 (图 8). 


8 

为 着 给 出 c 在 of 一 5? 中 的 部 分 , 考虑 上 的 一 对 子 复 形 
(Br(K), Br(K)—(of—07)) (参看 命题 6.1(iii)); 这 一 对 复 形 
的 差 当 然 是 K 的 开 子 复 形 of 一 50f.。 然后 所 求 的 cq 的 部 分 是 


s 和 
Co 一 ICo， 


这 里 的 了 是 8$4 中 定义 的 
OBr(K)) 一 一 Co(ag 一 0) 
=0(B?r(K), B(K)— (of—63)). 
剩 下 要 作 的 是 把 6 挤 到 边缘 外 上 去 .根据 命题 4.2，2ct = 
人 入 co 一 jaco。 由 于 假设 , 9coC Be-3 因而 jaco= (co)。。 ;一 0， 于 
是 Cos=0， 员 和 
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EL? 68) 一 Za(c8， 609). (1) 

如 果 p>>9, 式 (DD 与 块 形 剖 分 的 条 件 3) 说 明 , 存在 srEcort(G， 

67), 使 得 0 二 Loiti 一 (B041)。p_ssi 因而 0 必 一 90&t1C6?， 这 时 候 ， 

一 (GG 一 60+2D) ~0; 把 4% 换 作 一 00+z, 就 是 把 中 挤 到 边缘 名 
上 去 . 

如 果 mp>9， 命 
cg 一 Co 一 之 OCs 1; 


”因而 有 


0 6~0, dCB1(R). 

把 cx 换 成 oo, 就 是 把 BP(K) 上 的 多 挤 到 Br?"1(K) 上 去 , 挤 成 
cz 

如 果 p 一 1 还 大 于 9， 则 把 改 再 挤 到 边 上 去 ; 继续 应 用 这 方 
法 ,就 得 到 (的 结论 中 的 单纯 链 cu. 

现在 来 证 明 ( 记 , 设 c 满足 (让 的 假设 . 还 用 G4 记 oq 在 of 一 of 
的 部 分 。 由 于 式 (1), 块 形 谢 分 的 条 件 3) 以 及 中 的 定义 , 0 一 
m9，mMm 是 一 整数 ， 因 而 

Co 一 之 mx0YC Bo (K). 
但 Br-*(K) 无 9 维 单 形 ,所 以 
ca 一 之 TO， 了 

6.3 推论 (i) 90f 是 一 个 块 形 链 飞 muc9 +， 因而 而 每 一 个 
块 形 链 的 单纯 边缘 是 一 个 块 形 链 . 

(Gi) 任 一 单纯 闭 链 ~ 一 个 块 形 闭 ( 闭 ” 指 的 是 音 纯 边 缘 是 
零 ) 链 . 

Ciii) 如 果 一 个 决 形 链 是 一 个 单 症 链 的 单纯 边 纤 ， 它 必 也 是 一 
个 块 形 链 的 单纯 边缘 . 

证 明 《i) 在 定义 of 时， 已 说 明 acgco8 因而 根据 命题 
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6.1(i), 6o9CBr1(K).， 再 者 8(2aag) 0CBr3K)， 把 引 理 
6.2(ii) 应 用 到 9o9, 就 得 到 这 里 的 结论 . 

位) 设 和 是 任 一 单纯 闭 链 ， 9zo 一 0CB 人 (KK)， 把 引 理 
6.2(ii) 应 用 到 %， 就 得 到 这 里 的 结论 . 

(iii) 设 一 个 块 形 链 之 mic9 = Ocgr1， Cg+1E Cori(K); 这 就 是 
说 , B01 己 B'( 尺 )， 把 引 理 6.2(iii) 应 用 到 con， 存在 一 个 9 十 1 
维 的 块 形 链 了 rucg+a~cori 因而 9( 了 mogt 一 O00ri 一 人 mo? 】 


现在 只 剩 下 用 群 论 的 术语 ， 来 表达 出 本 节 的 主要 目的 (定理 
6. 和 ， 首 先 , 块 形 链 有 唯一 的 线性 组 合 表示 。 事实 上 , 根据 块 形 痢 
分 的 条 件 卫 , 也 miof =0， 当 而 且 只 当 所 有 的 ms=0， 因 而 有 以 
{0 从 为 生成 元 的 p 维 块 形 链 群 , 记 作 Co(B(K)). 根据 推论 
6.3(), 得 块 形 边 缘 算 子 
08:0.(B(K))—>00 1(B(K)). 
然后 定义 
ZB(K)) 一 WH 核 ，Ba(B(K)) 一 O841 象 ， 
而 且 从 Co(B(K)) 汪 Zo(B(K)) Ba(B(K)), 定义 块 形 下 同调 
H,(B(K))=Z,(B(K))/BA(B(K)). 
其 次 , 定义 同 态 
SOB(K))—> 0 (K). 
一 个 块 形 链 的 i 象 是 这 链表 出 的 单纯 链 . 然后 明显 地 有 i68 一 9 
因而 5 诱导 出 同 态 
i HAB(K))-> Ha(K). (2) 

6.4 定理 式 (2) 中 的 同 态 是 同 构 ， 

证 明 ”推论 6.3(ii) 说 ,每 一 个 单纯 同调 类 包含 一 个 块 形 闭 
链 ， 即 和 .是 满 同 态 。 推论 6.3(iii) 说 ， 如果 一 个 块 形 闭 链 不 是 另 
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一 个 块 形 链 的 边缘 ， 则 它 也 不 是 一 个 单纯 链 的 边缘 ， 即 访 是 单一 
同 态 ，】 

本 定理 在 任意 系数 群 时 仍 成 立 , 而 且 证 明 完 全 是 一 样 的 ， 它 
说 明了 能 用 复 形 区 的 块 形 剖 分 来 计算 K 的 下 同调 群 ， 把 本 定理 
中 的 B(K) 看 作 是 8dK 的 B=-{Sdsf} (参看 例 6.2)， 就 得 到 国 
调 群 的 重 分 不 变性 (定理 IV. 4.3). 


例 6.3 读者 可 计算 例 6.1 中 第 一 个 与 第 三 个 块 形 判 分 的 下 同调 群 . 党 
二 个 是 下 一 例 的 特例 . 

例 6.4 42 维 球 5 的 八 面 形式 剖 分 (参看 IU 81 末尾 与 图 III. 4) 的 块 
形 刘 分， 本 例 是 为 着 下 一 例 作 准备 的 . 

欧 几 里 得 空间 BE”*! 中 由 方程 

txzo| 十 |zi| 十 … 十 |z,| 二 
确定 的 子 集 是 % 维 的 “ 八 面 形 ”, 也 是 一 个 % 维 球 S”". 它 共 有 2 个 % 维 单 形 ， 
对 于 原点 对 称 . 

把 zw, 轴 上 坐标 为 +1i， 一 1 的 点 分 别 记 作 a4, qi. 命 K?={44， a2}， 
KK’= {a", ortoR tt, r=1, 2, 1..., 7%, BK” 是 下 "1! 的 双 角 锥 .K" 是 S57 的 
八 面 形式 (单纯 ) 剖 分 , 而 且 K" 也 是 87: |zol 十 12 十 … 十 | 一 上 的 八 面 形 
式 剖 分 .这 个 前 分 的 特点 是 K" 的 对 径 映射 

了 (21，02， psT) 一 人 一 21， 一 Za 一 Zn+l) 
不 但 是 拓扑 映射 , 而 和 且 是 单纯 上 映射。 如 果 z, 是 KK' 的 一 个 基本 闭 链 六 ， 则 它 
的 竹 单纯 链 映射 了 下 的 家 
fl2)—=(—1)" Te,. 
这 是 因为 ，K" 的 对 径 映 射 是 (对 于 4+1 个 坐标 平面 的 ) ?十 1 个 镜面 反射 的 
积 , 而 每 一 个 镜面 反射 改变 五 " 的 定 疝 . 
命 
Kr~aioR’!, Kr=o ok . 

BC(RKR"”)= 414K, K'}, ?=0, 1, …, nn, 明显 地 是 五 " 的 一 个 块 形 沁 分 . (根据 
§ 5 中 习题 4,， 块 形 剂 分 的 条 件 3) 满足 .) 现在 进一步 归纳 地 选取 与 Ki 相 

*) IV& 6 中 只 定义 了 n( 庆 1) 维 需 假 流 形 的 基本 闭 链 。 现在 长 ?4 , a2} 只 
是 两 个 点 ; 我 们 把 丰 一 中 与 一 中 十 2 昌 作 ?的 两 个 基本 闭 链 。 
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应 的 有 向 块 形 呈 如 下 ， 取 09= 咏 明显 地 有 了 (04) 一 09, 而且 2 一 0 
一 2 是 "的 一 个 基本 闭 链 , 设 已 取 定 与 4 相应 的 有 向 块 形 04, 使 得 


jz) 一 Of， 


而 且 使 得 
Gor 一 cf lt+(—1) or ig 1, Do 一 (一 Do 一 (一 72 (3) 
然后 
2 一 4 十 (—1)"+ior 
明显 型 是 五 的 一 个 基本 闭 链 . 
现在 选取 有 向 块 形 
oi—ar (or +C—1)or)=a's,, 
grt fo) = 1)"tiarz,. 
容易 看 出 (8 2 中 式 (9))， 
Oori=~o+(—1)tior=3, Oortli=(—1)t00o% =(—1)'tis,, 
因而 


2 1 一 axtrl 十 ( 1)"+20°+1 
是 下 "1 的 一 个 基本 闭 链 ， 这 就 归纳 地 完成 了 有 向 块 形 的 选取 . 

以 上 说 明了 "的 块 形 剖 分 BC(K") 的 有 向 块 形 的 一 个 基本 组 是 
{07, 00},? 二 0, 1,…, 8。 根据 边缘 公式 (3)( 其 中 2-_1 一 0)， 江 刻 避 以 计算 
出 BCK") 的 闭 链 群 Zs。， 边 缘 链 群 Bo 与 同调 群 如 下 . Zo 的 生成 元 是 01 与 
o%, 也 可 以 改 为 ac4 与 30, 2Z; 的 生成 元 是 2 7 一 +, 2, …, n.。B, 的 生成 元 
是 3,? 一 0, 1,…, % 一 1, B 的 生成 元 是 0. 于 是 刁 . 守 J, 当 ? 一 0, %; 而 
H,=0, 当 ? 二 0, 7n. 

例 6.5 ?72 维 射影 空间 忆 " 的 整 下 同调 群 . 我 们 把 已 " 看 作 是 几 和 迭 合 倒 
6.4 中 的 5S” 的 每 对 对 径 点 z, 几 z) 成 一 点 9 而 得 到 的 空间 . 把 这 选 合 记 作 
2, 并 记 P"==p(S"). K" 的 迭 合 p(K 有 KK") 不 是 单纯 复 形 , 但 S4K* 的 迭 合 
p(SQK") 是 单纯 复 形 . 为 方便 起 见 , 把 后 者 记 作 到 ;而 且 一 般 地 记 

L'~pSAKR’=pSAR’" =pSAK’, r=0,1,...,%. 
L" 是 P' 的 单纯 判 分 , 因而 2 是 多 面体 .不 难看 出 , 跟 S&K' 一 样 , L” 是 闭 
假 流 形 . 
如 同 B(&") 是 K" 的 一 个 块 形 测 分 ， 
BCSaK")= {SaK", SAKTY, r=—0,1,.…,n, 
是 Sdk” 的 一 个 块 形 剖 分 ， 因 而 特别 有 
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HSaR’, (MAK ) )~ HMadkR’, SAK'™!) 
二 或 二 0， 按 腿 49=7 或 4 于 7. 

现在 考虑 BCL") 二 和 "}, ?一 0, 1,…,n。 因为 两 个 开 子 复 形 SAK 一 Sd ”1 
与 上 一 上 "TT 同 构 (参看 定理 III. 工 .10 前 的 定义 ), 直接 从 相对 同调 群 的 定义 
看 出 

HL’, Li)~H (SAKR’, SAK™T). 
所 以 BLL”) 是 的 或 P"? 的 一 个 块 形 剖 分 .把 相应 于 5" 的 有 向 块 形 记 和 作 
rz, 则 ， 

T7 一 bdox 一 Do90a7 ， 
rr 一 2DO9dox 一 DOodcor ， 
于 和 古 根 据 BBLK") 的 边缘 公式 (3), 得 到 BCL”) 的 下 述 边 缘 公 式 : 
or 3 > 是 0 或 耕 数 ， 
27"”?*， 当 7 是 正 偶数 . 
把 8CZL") 的 闭 链 群 与 边缘 链 群 分 别 记 作 2 与 Ba。， 根据 边缘 公式 ,六 刻 得 
出， 当 9=-0 坷 数 <n, 或 奇数 z Za 以 TY 为 生成 元 ; 当 9 二 正 贫 数 < 
一 0。 污 4 二 0, 或 育 数 nn, Bo 一 0， 当 g 一 育 数 <n, Bo 以 25 为 生成 元 ， 
寺 是 有 下 述 定理 . 
6.5 定理 ”P” 的 整 下 同调 群 如 下 : 

HaP’)SJT; Ho(P”)=0, 0<2g<n; 

Ro-1P") TY2, O29—1<n; 

恕 ,CP")J, 当 呈 是 育 数 . 


HAP GJ; BACP?) LJ, 0<20 扫 922， 
Hl1P")==0, 0<2g 一 1 <<n; H"(P") 守 J， 当 n 是 奇数 . 县 
6.6 推论 P" 是 否 能 定向 的 ,按照 是 高 数 或 偶数 . 
证 朋 已 经 指出 过 , 局" 是 闭 假 流 形 . 然后 从 定理 6.5 给 出 的 瑟 .(P") 
与 定理 III.4.2, 得 本 推论 . 】 
例 6.6 ?2 维 射影 空间 P" 的 模 2 上 同调 群 是 
HAP"; Jo)=HID"; yo)SVa， Ogqg<n. (4), 
这 里 的 L? 是 前 一 例 中 的 P? 的 单纯 前 分 .我们 将 给 出 的 王 法 不 用 块 形 刘 分 
《人 参 簿 习题 6)， 而 是 用 单纯 襄 分 L", 用 归纳 法 与 同调 序列 ; 它 还 为 例 Y 工 4.2 
作 准 备 . 
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证 明 首先 ， 


二 0， 9 六, 
Ho", Za ‘ 
. A ， 0 ==, 


事实 上 ， 开 子 复 形 ?一 7"71 与 S4K? 一 SqK"1 相同 ， 因 而 它们 的 模 2 上 同 
调 群 相 同 ; 然后 再 用 例 V.5.3( 在 系数 群 为 J 时 )(SaK?, SAKE"™1). 

其 次 用 归纳 法 ， 当 %# 一 二 Pi 即 51; n=1 时 的 式 (4) 显然 成 立 ， 归纳 假 
讽 是 住 7 换 作 % 一 时 的 式 (4) 成 立 ;求证 的 是 在 zx(>>1) 时 的 式 (4) 成 立 ， 因 
为 L” 是 nn 维 闭 假 流 形 , 从 例 V.2.3 (在 系数 群 为 J2 时 ) 式 (4)。 成 立 . 故 求 
证 的 是 式 (4)o, 0 室 4 委 2 一 上 .但 这 是 同 构 的 存在 

2 HAL®; Jo HAUL Jo), O09<n—1 (€), 

与 归纳 假设 的 明显 推 沦 ; 所 以 归结 为 求证 式 (6) 。 

考虑 (三 , 王 ) 的 上 间 调 序列 的 下 面 一 月: 
HCL"1, .J,) 一 Rn(Tn， J < Hr, Zn-1， Jo) 0 J) 


人 


(5) 


Hal(Ln, J BH" iL", Ll1, ;oe 
从 左 冰 数 , 第 一 个 上 癌 调 群 是 零 ， 因 为 维 数 ; 第 二 个 =7a， 上 文 已 说 过 ; 第 三 
与 第 四 个 之 Jo, 分 别 从 式 (5) 与 归纳 假设 ; 第 六 个 之 Jz, 从 式 (5)， 然 后 从 
I” 是 满 同 态 , 知 7”* 是 同 构 ; 由 此 知 6 象 是 零 ; 从 而 知 和 - 丧 是 同 构 ， 这 
证 明了 式 46)。1. 
册 看 序列 的 另 一 段 
ee HAT, Lot 7 © Ha Ll, 了 < Ha Lin; 7 


Ha Ln, Li fo) eo gq<n—1, 
由 于 式 (5), 第 一 与 第 四 个 上 同调 群 都 是 零 , fa* 都 是 同 构 ,0<9<n 一 1。 这 
就 完全 证 明了 式 (6), 因而 也 证 明了 式 (4). 
附 记 同样 地 从 下 同调 序列 的 考虑 , 有 
Ha Ti)THAL";Js), 0Sg<n—l, 《6c )。 
《复习 题 . ) 


了 题 


1. 试 取 Mabius 带 的 一 个 简便 的 块 形 前 分 , 从 而 计算 整 下 同调 群 . 
2 试 同样 地 求 内 曲面 的 整 下 同调 群 ， 参 在 沙 爱 福 、 施 雷 发 着 ， 江 泽 涵 
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译 ,拓扑 学 ,高 等 教育 出 肥 社 1959，160 页 中 的 (0),(h),《k) 三 式 ， 

3 这 问 储 地 过 二 个 圆周 的 滁 积 天 的 登 下 同 课 知 和 做 覃 IIST 中 习 
题 6. 

4. 试 辐 样 地 求 三 维 的 透镜 空间 5(p, 9) 的 整 下 回调 群 ， 人 参看 《拓扑 学 2 
同上 ， 239 一 240 页 . 


pe 


5. 试用 例 6.+ 中 BCE") 的 关联 矩阵 ;来 计算 牙 " 的 间 幸 群 ， 
6. 试用 块 形 剂 分, 素 证 明 : HP J3) 守 J2, 0 二 q 所 nn, 


4， 闭 组 合流 形 及 其 对 偶 定 理 


本 节 中 所 讨论 的 闭 组 合流 形 , 一 方面 是 特殊 的 闭 假 流 形 , 另 一 
方面 义 是 闭 拓扑 流 形 (包含 闭 曲 面 、 各 维 的 球 与 射影 空间 ) 的 推广 . 
内 组 合流 形 的 对 偶 定 理 是 一 个 经 典 定理 ; 它 的 证 明 将 用 到 块 形 前 
分 与 上 同调 群 。 因 而 本 间 中 各 种 同调 群 可 以 看 作 是 为 着 证 明 这 定 
理 而 发 展 起 来 的 工具 . 


闭 组 合流 形 与 闭 假 流 形 的 关系 ”如 果 一 个 复 形 的 同调 群 与 
入 (之 0) 维 球 SY 的 相同 , 这 复 形 就 叫 作 一 个 入 维 同 调 球 . 福 维 同 
凋 球 是 多 种 多 样 的 ， 例 如 VW 维 球 如 全 与 让 全 VY8& (定义 见 I35 
中 习题 5. 9 为 任意 正 整 数 ). 为 方便 起 见 , 还 把 空 复 形 看 作 是 
一 4 维 同 调 球 . 

?.1 定义 ”如 果 一 个 连通 的 非 空 的 nn 维 复 形 以 的 每 一 单 形 
5?, 0<<p<n, 在 民 中 的 环绕 复 形 Lk s?, 都 是 一 个 % 一 p 一 1 维 同 调 
球 , 则 及 叫 和 作 % 维 闭 组 合流 形 . 

环绕 复 形 lks 是 mn 一 p 一 4 维 同调 球 的 条 件 是 : 
J， 当 gq=n 一 p 一 1 
一 0， 当 gn 一 p 一 1, 
从 及 是 nn 维 复 形 的 假设 与 85 中式 WY),， LksP 是 以 的 不 高 于 


Ha(Lk* 5){ Ca) 
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n 一 7 一 1 维 的 于 复 形 ， 所 以 式 (1a) 强 洱 ILks 是 六 的 mn 一 P 一 1 维 
的 子 复 形 ， 容 易 看 出 , 零 维 的 闭 组 合流 形 只 是 一 个 点 ,一 维 的 是 一 
条 简单 闭 折线 . 
根据 局 部 同调 群 的 定义 , 姥 是 闭 组 合流 形 的 条 件 还 可 以 改 述 
如 下 : 复 形 水 在 它 的 任 一 点 zCE MI) 处 的 局 部 同调 群 
Wo we 
=0， 当 gn 一 p 一 1. 
然后 根据 定理 5.8， 闭 组 合流 形 是 拓扑 不 变 的 . 
我 们 现在 要 提 一 提 另 一 种 闭 流 形 闭 拓扑 流 形 ， 如果 一 个 
复 形 天 的 每 一 点 (€ 1K 1) 有 一 个 邻 域 , 同 胚 于 % 维 欧 几 里 得 空 
间 , K 就 叫 作 一 个 % 维 的 闭 拓 扑 流 形 。 任意 一 个 % 维 的 闭 拓 扑 流 
形 是 一 个 mn 维 的 财 组 合流 形 ,但 反之 , 闭 组 合流 形 不 必 是 闭 拓 扑 流 
形 ; 这 些 布 书 中 都 不 证 明 . 
例 ?.1 容易 看 出 , 环 面 的 双 角 锥 是 闭 假 流 形 , 但 不 是 闭 组 合流 形 . 


?.2 命题 设 风 是 m 维 的 闵 组 合流 形 , 8 是 1 的 一 个 2 维 
单 形 ,而且 上 ==Lky s? 是 3 在 中 的 环绕 复 形 . 则 当 Y<m 一 鞋 时 ， 
也 是 m% 一 2 一 工 维 的 财 组 合流 形 ; 当 pP=n 一 1 时, 工 由 两 个 点 组 成 . 

证 明 在 定义 7.i1 后 ,就 说 过 工 是 几 的 n 一 np 一 1 维 子 复 
形 . 

先 看 p<% 一 4, 即 % 一 D 一 1 六 0.， 这 时 候 , 作为 n 一 p 一 1 维 同 调 
球 , 虐 是 连通 的 非 空 的 . 设 坟 是 工 的 任意 一 个 7 维 单 形 , 因而 ts? 
是 敲 的 +? 十 p 十 1 维 单 形 、 从 定义 (参看 3835 中式 (7)), 在 工 中 
的 环绕 复 形 是 


Lk Lal {tIt'tE L}; 
但 z 
{ft tt EEL} = {rst EE M} = Lky(t's?); 
好 区 在 艺 中 的 环绕 复 形 是 ts 在 中 的 环绕 复 形 . 所 以 Lkit# 
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是 nn 一 (7 十 Pp 十 1) 一 1 一 (mn 一 p 一 14) 一 7 一 1 维 同 调 球 。 这 说 明 工 是 
n 一 DP 一 1 维 闭 组 合流 形 . 

当 pP 一 % 一 1 时, Lkxs" “是 零 维 的 ,而且 是 零 维 同调 球 ， 所 以 
它 由 两 个 点 组 成 . 】 

7.3 定理 n( 之 1) 维 闭 组 合流 形 是 闭 假 流 形 . 

证 明 设 必 是 n( 之 1) 维 的 闲 组 合流 形 ,而 且 s? 是 以 的 任 
一 D 维 单 形 . 当 p<<n 一 1, 因为 Lks? 是 履 的 n 一 p 一 1 维 的 非 空 
的 子 复 形 , 根据 命题 5.6, s?” 是 MM 的 一 个 n 维 单 形 的 面 , 即 MH 具 
有 闭 假 流 形 的 纯粹 性 . 当 p 一 n 一 1, 根据 命题 7.2,， Lk s"* 恰 是 两 
个 点 ; 所 以 s"? 怡 是 两 个 n 维 单 形 的 公共 面 , 即 以 具有 闭 假 流 形 
的 无 分 支 性 . 

要 想 证 明 M 具有 闭 假 流 形 的 强 连通 性 ,我 们 对 闭 组 合流 形 的 
维 数 作 归 纳 法 . -- 维 的 闭 组 合流 形 是 一 条 简单 折线 , 所 以 也 是 闭 
假 流 形 . 设 mn 一 1 维 的 闭 组 合流 形 , 都 是 闭 假 流 形 ， 现 在 来 证 % 维 
的 闭 组 合流 形 MW 具有 强 连 通 性 ， 因 而 也 是 闭 假 流 形 . 设 寻 与 & 
是 用 的 任意 两 个 % 维 单 形 , 它们 分 别 有 顶 点 Q 与 a4， 因为 及 连 
通 , 上 有 一 条 折线 ala?43…ara. 因为 了 的 纯粹 性 ， M 上 又 有 
n 维 单 形 如， 以 一 维 单 形 (w ，c 2) 为 棱 ， $==1, 2, …, £，a**+1=@. 
把 与 分 别 记 作 如 与 训 [1， 根 据 命 题 7.2(p 一 0) 与 归纳 假设 ， 
每 一 个 环绕 复 形 Lk w 是 闭 假 流 形 ， 因 而 强 连通 . 这 蕴涵 闭 昨 形 
Staw 一 aoIa 强 连 通 , 它 的 如 与 维 1 可 以 用 它 里 面 的 一 条 nn 维 折 
线 连接 起 来 ， 于 是 加 与 可 以 用 上 的 一 条 nn 维 折线 连接 起 
来 . 了 

因此 , 闭 组 合流 形 也 有 能 定向 的 与 不 能 定向 的 两 类 . 


Sd 和 MY 上 的 两 个 块 形 剖 分 对 于 任意 一 个 复 形 玉 一 {s?}, 例 
6.2 中 给 出 了 它 的 重心 重 分 SdK 的 块 形 训 分 B=- {Sds?}， 现 在 
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我 们 表 写 下 它 的 块 形 与 有 问 块 形 的 公式 ， 从 定理 IV.3.4, 有 
Sds? ={(, E, »…, 4) |ta< s#}, (1) 
对 于 KK 的 .所 有 的 单 形 真 序列 to<ti<…-<t. 
再 者 , 从 IV $3 中 习题 3,， 有 
Sqd,s? — S [sp:to—1)... [t1:¢0] 914... (2) 
这 里 的 和 号 是 对 于 到 的 所 有 的 真 序列 (其 中 sf 固定 ) 
to-< tie tlk sf 
展 升 的 . 式 (2) 中 每 一 项 是 一 个 有 疝 单 形 ， 以 部 为 它 的 主导 顶点 ; 
而 且 它 的 定向 ,在 中 与 如 二 @ (顶点 ) 的 定向 取 定 为 $f 与 十 4 之 后 ， 
不 依赖 于 如 ,， 太 ,，…, 如 的 定 同 ， 把 这 里 对 于 一 般 复 形 攻 的 讨 
论 应 用 到 mn 维 的 闭 组 合流 形 以 , 就 得 到 SadM 上 的 块 形 剖 分 
B= {Sds?}; 这 是 我 们 所 说 的 、S4M 的 两 个 块 形 前 分 的 第 一 个 . 
如 同 用 式 (1D) 来 定义 S4M 的 块 形 前 分 B, 我 们 现在 考虑 
o (sf) = {(lo, #1, »…, $0) sf <to}, (3) 
对 于 及 的 .所 有 的 单 形 真 序列 
to<t1—<*…—<to. 
cs) 显明 地 是 Sa 的 一 个 mn 一 p 维 的 子 复 形 (图 9)， 


粗 虚 线 : 中 的 块 形 
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7.4 命题 设 必 是 % 维 的 闭 组 合流 形 ， 记 = {o(sf)} 是 SdM 
的 一 个 块 形 剖 分 , 叫 作 块 形 痢 分 五 的 对 偶 的 块 形 剖 分 . 

证 明 因为 Sd4M 的 每 一 个 单 形 都 在 妃 中 出 现 ,所 以 访 中 
子 复 形 的 并 集 即 SdM. 现在 来 证 天 满足 块 形 前 分 的 三 个 条 件 . 

i) 当 ? 关 7 go(s?) 与 o(8?) 明显 地 无 公共 的 mw 一 p 维 单 形 . 

2) 容易 看 出 , 如 果 的 两 个 单 形 s 与 的 全 体 顶 点 是 对 
的 一 个 单 形 公 的 顶点 , 即 $182 一 ， 则 ac(su nal(ss) = 如 果 不 
是 M 的 一 个 单 形 的 顶点 , 则 glsi) ng (ss) 一 了 〈 复 习题 . ) 

3) 首先 我 们 给 出 0(s?)， 从 定义 , 它 是 cls?) Nelsy) 的 并 集 ， 
对 于 所 有 的 55, ?pp， 根据 2)， 

G(sf) = {0 (8;) |sf<s’, 7>p} 

一 {(&0, 乒 ，…, 2) to 以 名 为 真 面 }， (4) 

这 里 名 to< 环 …<ts 是 真 序列 ， 所 以 
a (sf) 一 各 ca(g8). 
其 次 , 复 形 &(8?) 与 环绕 复 形 的 重心 重 分 8dIk 圈 同 构 ( 定 理 
TI .并 . 扩 前 )， 事 实 上 , 把 式 (4) 中 以 加 为 真 面 的 纪 写 成 us 时 , 即 
fj 一 9 时 ， 则 Lk sf = {w;}. 
(Go, bo, ,a), 

这 个 对 应 就 建立 所 说 的 同 构 ， 最 后 , 根据 这 里 的 结果 , 例 5.2, 同 
调 群 的 重 分 不 变性 以 及 闭 组 合流 形 的 条 件 3), 瑟 满 足 块 形 前 分 的 
条 件 3). 了 


对 偶 定理 ”在 $6 中 , 我 们 一 般 地 引进 了 有 向 块 形 ， 现 在 ,对 
于 mn 维 的 闭 组 合流 形 M 的 重心 重 分 S4M 的 块 形 剖 分 记 , 我 们 采 
则 特殊 的 .但 显 共 的 方式 . 

设 性能 定向 , 并 已 取 定 了 一 个 定向 ， 设 1 的 定向 单 形 的 一 
个 基本 组 是 {s 弛 ,其 中 的 m 维 的 芷 都 与 到 的 定向 协 合 ， 如 同 
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SdM 的 块 形 剖 分 B 的 式 (2), 现在 我 们 考虑 C,_sCSIM) 中 的 链 
og (sf) pA - [1?+1:¢p1é"i"—1.. -+ (5) 
这 里 的 和 号 是 对 于 型 的 所 有 真 序列 (其 中 加 固定 ) 
Sf—<t? tie Kt Kt 
展开 的 . 式 (5) 中 的 每 一 项 是 一 个 有 向 单 形 , 它 的 定向 不 依赖 于 
tt 的 定 问 ,由 59 的 与 履 的 定向 完全 确定 了 . 
明显 地 ， 链 o(sf)Co(ls?); 下 面 的 命题 7.5 将 给 出 00(s?) 忆 
g(sf).。 由 此 可 见 , o (sf) 是 2,-p lo(sf), O58)) 的 一 个 生成 元 , 即 
一 个 有 向 块 形 . 
7.5 引 理 设 及 是 mn 维 的 能 定向 的 ,并 且 已 定向 的 闭 组 合流 
形 , 而且 它 的 % 维 单 形 的 定 癌 都 与 它 的 定向 协 合 。 则 
00 (sft) =(—1)" ?PI :sp]o (tt!), (6) 
这 里 的 和 号 是 对 于 以 sf 为 面 的 如 +1 展开 的 . 
式 (6) 蕴涵 o (5) 是 与 olsf) 相应 的 有 向 块 形式 (6) 还 可 以 
写成 
Oo(s?) = (—1)"?o (0s?). (7) 
证 明 从 式 (5), 我 们 计算 ac(s 中 下 列 三 种 nn 一 p 一 1 维 
单 形 的 系数 . 
1) 单 形 如 … 妆 .… 铝 ,， p 之 <n。 它 的 系数 是 
《一 1) 名 一 矶 [tn 如 一 加 (> [#*+1 . te] [2* 。 te1] ) se [t?+1 :sp] , 
因为 圆 括号 中 的 和 号 是 对 于 鼠 展开 的 ,这 个 和 是 零 (命题 II.2.2》 
于 是 这 系数 是 零 . 
2) 单 形 办 中， 它 的 系数 是 
(之 [如 :加 DE 
圆 括号 中 的 和 号 是 对 于 以 扩 :上 为 公共 面 的 两 个 所 展开 的 ， 由 于 
它们 的 协 合 定向 , 圆 括号 中 的 和 是 零 ; 于 是 这 系数 也 是 零 . (注意 ， 
如 果 以 不 能 定向 , 则 圆 括号 中 的 和 可 以 是 零 或 土 2.) 
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3) 单 形 如 ti 它 的 系数 是 
(—1)"?( et" tt? t+] ) [#9 :7], 
等 于 这 单 形 在 g(t?1!) 中 的 系数 , 乘 上 (一 1)"?[t?*17:s?1. 
根据 以 上 的 计算 ， 只 有 第 三 种 单 形 在 0c(s?) 中 出 现 ， 而 且 它 
的 系数 恰 是 式 (6) 所 要 求 的 . 蝇 
沿用 引 理 7.5 的 假设 ， 把 及 的 有 疝 单 形 引 看 作 以 上 的 上 
链 , o(s?) 看 作 Sd 的 块 形 前 分 吾 上 的 块 形 下 链 ， 则 一 一 的 、 满 
对 应 
0:s —>0 (8), 
作 线 性 扩张 后 , 给 出 一 个 同 构 . 
: o:Oi(M) 0, .8B). 
根据 式 (7), 还 有 
o:ZiM) 2, .lB), 
o:Bi (M) ~ B,.(B); 
因而 o 诱导 出 同 构 
o,: HM) ~ H, eB). (8) 
这 就 给 出 下 面 的 定理 . 
7.6 定理 ”如果 是 能 定向 的 % 维 的 闭 组 合流 形 , 则 
A=n,%d,0,.: HM) ~ HolM), 
这 里 的 0, 是 式 (8) 中 的 同 构 , 入 :五 :() 一 五 (SQM) 是 定理 6.4 
中 的 块 形 同 构 , x,: 五 (SQM) 一 瑟 ( 必 ) 是 定理 IV .4.3 中 的 标准 
同 构 . 4 叫 作 对 偶 同 构 .， 了 
本 定理 与 定理 2.4 立即 给 出 下 面 的 Poincare 对 偶 定 理 . 
7.7 定理 (对 侦 定理 ) ”对 于 能 定向 的 % 维 的 闭 组 合流 形 以 ， 
RAM)=R-aAM), Tei(M) 守 Ta M), 
即 M 的 9 维 与 % 一 9 维 Betti 数 相 等 9 一 1 维 与 mg 维 抄 系 数 
相同 . 】 
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能 定 问 的 好 的 定理 7.6 给 出 
H,(M) ~ H° (NM) J, 
由 此 可 见 , 定理 7.6 不 适用 于 不 能 定向 的 闭 组 合流 形 ， 但 是 , 如 果 
改 用 .7s 作 系 数 群 , 则 不 难看 出 应 如 何 修改 本 节 的 全 部 讨论 , 使 得 
它 对 于 能 定向 的 与 不 能 定向 的 闭 组 合流 形 都 成 立 ， 然 后 相当 于 定 
理 7.6 与 7.7, 分 别 有 下 面 二 定理 . 
7.8 定理 ”对 于 mn 维 的 闭 组 合流 形 MK， 
A: Hi(M;J3) TH,_s(M;J,), 1 
7.9 定理 (对 偶 定理 ) ”对 于 维 的 闭 组 合流 形 MM， 
REM) = REM), 
?.10 推论 奇 维 的 闭 组 合流 形 的 Euler-Poincaré 示 性 数 等 
于 零 . 】 


试 详细 证 明定 理 ?.8. 


第 六 章 上 同调 环 : 流 形 的 交 


设 半 是 一 个 交换 群 , 而 且 可 以 引进 一 个 乘法 ， 人 成 为 一 
个 环 (§ 1)， 整 数 环 / 是 最 重要 前 例子 ， 把 复 形 KK 的 、 以 交换 群 
总 为 系数 群 的 各 维 上 同调 群 的 直 和 记 作 

H'(Kk; WR) = HK; 1). 
在 本 章 中 , 我 们 将 在 及"(K; 问 ) 中 引进 一 个 乘法 运算 叫 作 上 积 
(§ 2), 使 得 媚 ”( 开 ; 只) 成 为 一 个 环 ; 这 个 环 是 复 形 KK 的 一 个 新 
拓扑 不 变量 , 叫 作 的 上 同调 环 . 

本 章 中 还 将 说 明 , 闭 组 合流 形 形 有 一 个 比较 直观 的 交 环 或 下 
间 调 环 如 (六; 闪 ) (8 4), 与 且 *(M; 站 ) 环 同 构 . 交 的 概念 (8 4) 
可 以 看 作 是 上 积 与 卡 积 ($§ 3) 的 来 源 . 但 一 般 的 复 形 KK 的 交 环 不 
存在 ; 这 就 使 得 上 同调 群 , 比 起 下 同调 群 来 , 占有 更 重要 的 地 位 . 

为 记号 简便 起 见 , 本 章 的 讨论 将 只 限于 环 7/, 但 实际 上 , 不 需 
要 任何 改变 , 就 完全 适用 于 具有 单位 元 素 的 一 般 环 兴 (对 于 定理 
2.8, 光 必须 是 交换 的 ). 


1. 环 


本 节 中 我 们 只 引进 环 以 及 几 个 有 关 的 代数 概念 ， 作 为 下 一 节 
的 准备 ， 


设 叶 是 一 个 交换 群 , 它 的 元 素 是 和 9 2 2 等, 它 的 运算 叫 作 
居 , 记 作 十 ， 如 捆 对 二 疯 中 任意 商人 个 匹 素 @ 与 轧 并 中 有 一 个 对 
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应 的 元 素 4 叫 作 2 与 y 的 积 , 记 作 4=xzXy, 使 得 

1) 乘法 结合 律 成 立 ，2X (yxX2)= (wxXy) Xz, 

2) 分 配 律 成 立 ; 

(t+Yy) X2 一 和 X2 二 UVX2U SX (2+Y)=2XT+2XYy, 

六 就 叫 作 一 个 环 . 如 果 , 对 于 环 只 中 所 有 的 ww y, x XxXy 一 yxXz， 则 
环 六 叫 作 交 换 环 . 

因为 一 个 环 只 ,对 于 运算 十 而 言 ， 是 一 个 交换 群 ， 所 以 它 有 
零 元 素 。 如 果 一 个 环 咽 有 一 个 元 素 e, 使 得 ， 对 于 其 的 每 一 个 元 
率 0， 

eeXw 一 和 Xe 一 0， 
e 就 叫 作 闫 的 一 个 单位 元 素 . 如 果 环 站 有 一 个 单位 元 素 e, 则 只 
能 以 。 为 唯一 的 一 个 单位 元 素 。 事 实 上 , 如 果 e' 也 是 况 的 一 个 单 
位 元 素 , 则 
8 一 626/ =—e'. 

如 果 环 舌 含 有 不 只 一 个 元 素 ， 而 且 它 的 所 有 的 非 零 元 素 ， 对 
于 运算 x 而 言 ,组 成 一 个 交换 群 ， 则 项 叫 作 一 个 域 ， 域 所 以 必 具 
有 单位 元 素 . 

例 和 .I 在 通常 的 加 法 与 乘法 的 意义 下 , 全体 有 理 数 及 , 全 休整 数 了 ,全 
体 整 数 模 素数 p 即 J。, 都 是 域 ,所 以 也 都 是 环 ， 

全 体 偶 整数 27 是 一 个 环 , 但 非 域 . 环 27 无 单位 元 素 . 

例 4.2 环 yaLzjz 一 0],2>0. 用 xz 表示 一 个 未 知 数 ,考虑 所 有 的 1 
阶 的 多 项 式 : 

ooZ0 十 azT 十 … 十 on07， a € ys., 

命 av 一 Xa, 9€ :2, 而 且 命 2”*1 一 0; 用 通常 的 多 项 式 加 法 与 乘法 .不 难 验 
证 ， 如 此 得 到 的 是 一 个 交换 环 ， 记 作 yaLz| 玉 车 =0]j. 如 果 工 是 oo 的 单位 元 
素 , 则 lx? 是 所 得 到 的 环 的 单位 元 素 . 


设 员 与 料 是 两 个 环 , 而 且 f: 兴 > 半 是 一 个 单 值 对 应 . 如 果 ， 
对 于 峙 的 任 贞 元 素 到 与 W 
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fot = 0) +fY), foxy)=f(r) Xf(y), 
则 了 了 叫 作 一 个 环 同 态 . 如 果 环 同 态 了 是 一 一 的 而 且 是 满 的 ， 则 上 
叫 作 一 个 环 同 构 . 


2. 上 积 * 上 同调 环 


复 形 天 的 上 同调 环 中 的 乘积 运算 , 上 积 , 将 由 上 的 上 链 的 
上 积 诱 导出 来 ， 为 着 定义 上 链 的 上 积 ,我 们 将 先 选取 上 的 顶点 的 
一 个 局 部 顺序 或 整体 顺序 ; 然后 通过 K 的 重心 重 分 的 一 个 自然 的 
局 部 顺序 ， 证 明 诱 导出 来 的 上 同调 环 中 上 积 运算 不 依赖 于 所 选取 
的 顺序 . 


有 序 复 形 . 有 序 单 形 ” 设 s= (ec"%， 1,…, a?) 是 一 个 无 向 单 

形 , 而 且 取 定 了 它 的 顶点 的 一 个 顺序 , 例如 
vA 

在 明显 的 意义 下 , 8 的 顶点 的 这 个 顺序 诱导 出 s 的 任意 一 个 面世 的 
顶点 的 一 个 顺序 . 设 K 是 一 个 复 形 , 而 且 对 于 KK 的 每 一 个 单 形 
s 都 取 定 了 它 的 顶点 的 一 个 顺序 这 时 候 , s 的 任意 一 个 面 t 的 项 
点 有 两 个 顺序 , 一 个 是 取 定 了 的 , 一 个 是 的 顺序 所 诱导 出 来 的 . 
如 果 对 于 五 的 任意 一 个 单 形 与 它 的 任意 一 个 面 ,这 面 的 项 后 的 这 
两 个 顺序 都 是 相同 的 ,我 们 就 说 KK 具有 一 个 局 部 顺序 ， 上 共有 局 部 
顺序 @ 的 复 形 K 记 作 “简称 为 有 序 复 形 . 

我 们 总 能 够 使 一 个 复 形 KK 成 为 一 个 有 序 复 形 . 例如 , 取 定 于 
的 全 体 顶 点 的 一 个 顺序 w, 叫 作 KK 的 一 个 整体 顺序 ， 它 所 诱导 出 
的 、 五 的 每 一 个 单 形 的 顶点 的 顺序 ， 就 给 出 天 的 一 个 局 部 顺序 ， 
仍 记 作 w.， 这 就 使 五 成 为 一 个 有 序 复 形 天 “. 

复 形 玉 的 重心 重 分 SdK 有 一 个 特别 重要 的 局 部 顺序 ， 叫 作 
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SdK 的 自然 顺序 ， 对 于 SdK 的 .由 真 序列 ss 玫 … 一 8 给 出 
的 单 形 (0, 3 ，…，8， 取 定 顺 序 

fo; 
即 主 导 顶 点 8 在 其 他 顶点 之 前 . 换 句 话说， 如 果 攻 的 单 形 t-<s， 
则 取 8<i 具有 自然 顺序 的 S4K 记 作 Su?K. 

例 2.1 设 K 是 s=《q9, al, 9?) 的 边缘 复 形 总， 取 定 显 序 <a， 
al<a?, ?<a9， 这 给 出 玉 的 一 个 局 部 顺序 ， 这 个 顺序 是 不 能 由 下 的 整体 
顺序 诱导 出 来 的 . 

设 K“ 是 一 个 有 序 复 形 ， 设 呈 = (a”*,， a?,，…, a*#) 是 KK 上 的 
任 一 单 形 ,而 昌 按 照 硕 序 ww， 

Qa oe 
我 们 按照 顺序 w 写 下 的 记号 
gigh. .gfe 

叫 作 K。 的 一 个 9 维 有 序 单 形 . 同时 也 把 它 看 作 是 五 的 一 个 有 
回 单 形 , 因而 是 KK 的 ,与 外相 应 的 两 个 有 向 单 形 之 一 。 KK* 的 全 
体 这 种 有 序 单 形 恰 给 出 K 的 有 向 单 形 的 一 个 基本 组 .因而 下 上 
的 任 一 9 维 整 上 链 , 在 用 上 链 的 线性 组 合 的 表示 时 ,是 “的 g 维 
有 序 单 形 的 以 整数 为 系数 的 一 个 线性 组 合 ， 而 且 全 体系 数 都 唯一 
地 确定 了 ; 例如 co"e"e”……as 不 是 KK* 的 有 序 单 形 , 但 作为 有 向 单 
形 或 整 上 链 , 它 是 而 且 只 能 是 一 aa”"…aza 这 有 序 单 形 、 或 这 有 序 
单 形 的 线性 组 合 . 


有 序 复 形 上 的 上 积 . 上 同调 环 ”为 着 定义 复 形 入 上 的 上 链 的 
上 积 ， 我 们 先 取 定 K 的 顶点 的 一 个 局 部 顺序 w, 得 到 有 序 复 形 
K“， 设 wrEO?(K), JECI(KR)，w? 与 的 上 积 , 记 作 ww? Uw， 
是 KK 的 一 个 p+g 维 上 链 : 
w? UE OraK), 
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它 在 K* 的 有 序 音 形 cr"or ea” (作为 下 链 ) 上 的 值 是 
Cw? Uy, ova “ray 
= Cw?, ga > ap, Ed RD (1) 
我 们 注意 , 项 点 %" 在 式 ( 山 右 端的 两 个 因子 的 每 一 个 中 都 出 现 , 而 
且 右 端 是 溺 个 整数 的 积 ， 这 个 定义 依赖 于 顺序 %， 因 为 % 才 使 得 
式 (1) 左 端的 有 序 单 形 唯一 地 分 解 成 右 端 的 两 个 有 序 单 形 ， 式 (1) 
还 说 明 上 积 是 双 线 性 函数 . ” 
如 果 把 五 上 的 上 链 看 成 天 “的 有 序 单 形 的 线性 组 合 则 从 
式 (1) 得 到 下 面 简单 的 说 法 ， 对 于 K“ 的 有 序 单 形 oran'…av 与 
wrath…ain (看 作 瑟 上 的 上 链 )， 
coiah atah.af， 当 ae 一 df， 而 且 
oh ijn hn 」 这 P+9 十 1 个 顶点 是 的 一 个 单 
Qa fa... 形 的 顶点 ， (2) 
0， 在 其 他 情形 ; 
然后 作 双 线 性 扩张 . 式 42) 可 以 看 作 是 说 : 能 拼合 的 , 拼合 ; 不 能 
拼合 的 , 抹 掉 .所 以 用 上 链 的 线性 组 合 的 表示 时 , 可 以 很 方便 地 根 
据 式 (2) 以 及 双 线 性 函数 性 质 来 计算 上 积 . 
例 2.2 设 乓 是 二 维 单 形 玉 = (ao al, 3) 的 团 包 复 形 , w 是 由 整体 顺 
序 oo <al<a2 给 定 的 .对 于 一 维 上 链 
ZI1 一 aoadl 十 a0a?， 二 一 a241t 十 ala’, 
根据 式 (2) 所 给 出 的 计算 法 ， 
ZU 人 TI 一 a0ala2. 
如 果 改 用 整体 顺序 w :<a2 <a, 则 这 两 个 上 上 链 应 写成 
z=-ala oal, y=alg gia 
把 根据 顺序 w' 来 作 的 上 积 运算 记 作 U ， 则 
2 U 2 一 0， 
由 此 可 见 , 上 链 的 上 积 依 赖 于 顾 序 ， 


UrZ=0, yy Uri= al 
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上 文 已 经 说 过 ,上 积 是 双 线 性 函数 . 这 就 是 说 ,上 积 运算 满足 
分 配 律 .容易 证 明 , 它 还 满足 结合 律 . 

Cv? UY) UZ = wr UY CFU?), 
因而 可 以 把 这 等 式 的 两 端 都 写成 局 Us Ux， 还 明显 地 有 
@ Ux?=w? 品 的 一 22， 
这 里 & 三 之 4， 和 号 对 于 五 的 所 有 顶点 a! 展开 (参看 例 V.2.2). 
这 些 性 质 说 明 ， 根 据 顺 序 w 定 义 的 、 羽 的 上 链 的 上 积 运算 , 使 长 
的 各 维 链 群 的 直 和 成 为 一 个 环 , 以 @" 为 单位 元 素 . 
1 命题 (上 积 的 上 边缘 公式 ) 
6(z? Up) = Or Uy 十 (一 二 ?22 Ud. 

这 个 公式 与 数学 分 析 中 的 微分 公式 类 似 . 

证 明 设 wccopatt 是 KK“ 的 任 一 p 十 49 十 1 维 有 序 单 形 . 
然后 只 需要 明显 的 直接 计算 . 

0 (2? Uf), oa ratty 


=w? UA, O00rtI+1) 


-人 (—1)ig? UgR，c0. 人 .dp+a+dy 

j=0 

D+1 

2 ( 一 1)i1<w?, C0。 CQP+LT>K214， CT。 CDTGTILy 
=0 
p+g+ 

十 SY (一 1)’ 《0 ， Cu -CD > af, QP 01 CD+Q+ITy> 
了 一 也 


=— CX?, Om" ‘a7 Tl > Caf, Qaril...artai1y 
二 +(—1)?<w?, ?> ff, O07.a?tat1l> 
C8a7, "PT Cap, a?t1,..QPtat1y 
十 (一)?<w?，, Qa" 0? > OW, CC2+4+T> 
= 《06% 名 十 (一 芒 ?2o2 US ao ceorl>。 卫 
本 命题 有 下 面 的 重要 推论 . 
2.2 引 理 上 上 财 链 U 上 闭 链 = 上 闭 链 ， 
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上 边 纱 UU 上 闭 链 二 上 上 边缘， 
上 闭 链 U 上 边 绿 一 上 边 绿 . 
证 明 第 一 个 结论 的 证 明 是 明显 的 . 第 二 个 结论 的 证 明 : 
如 果 6z? 开 一 22，6w 一 0 则 zz Uo 一 SG(c2 TU 
2.3 定理 ”两 个 上 闵 链 的 上 积 的 上 同调 类 由 两 个 因子 的 上 同 
调 类 完全 决定 . 
证 明 设 和 = 台 十 6c9 1 为 一 党 十 8cg 都 是 上 闭 链 .然后 
EA 
根据 引 理 2.2， 后 三 个 上 积 都 是 上 边缘 ， 了 
根据 本 定理 ， 我 们 才能 定义 KK 的 两 个 上 同调 类 名 与 各 的 上 
积 为 
多 UR 2? U2)", (3) 
这 里 上 闭 链 各 GE 知 , 2 E20 如 同上 链 的 上 积 运 算 一 样 ， 上 同调 类 
的 上 积 运算 也 满足 分 配 律 、 结 合 律 ,而 且 有 一 个 单位 同调 类 所 .这 
就 说 明了 ,在 五 的 上 同调 类 之 间 根 据 顺 序 wo 引进 上 积 运算 (3) 后 ， 
K 的 各 维 上 同调 群 的 直 和 就 成 为 一 个 环 , 以 外 为 单位 元 素 。 这 个 
环 叫 作 KK 的 上 同调 环 ， 为 着 表明 它 是 根据 KK 的 顺序 。 得 到 的 ， 
把 它 记 作 HH"(K"). 


保 序 的 单纯 映射 ”、 设 KK%,， LIP 是 两 个 有 序 复 形 ,而 且 f:K->L 
是 一 个 单纯 映射 : 如 果 了 有 下 面 的 性 质 ， 对 于 KK 的 每 一 个 一 维 
单 形 的 两 个 顶点 & 与 @ ,在 顺序 p 中 fc) 一 fc ) 蕴涵 在 顺序 多 
中 过 a'. 则 了 了 叫 作 保 序 的 单纯 映射 , 记 作 三: 民 " 一 7。 

例 2.3 给 定 了 任意 一 个 单纯 映射 f， 总 能 先 取 工 的 顶点 的 任意 一 个 整 
体 顺 序 p, 再 取 下 的 顶点 的 一 个 整体 顺序 w, 来 得 到 保 序 的 f:K”>L?. 事 
实 上 , 设 荆 的 顶点 峰 弃 pp 是 如 < 让 <…5 然后 只 要 把 KK 的 项 点 1751D) 任 
意 地 排 在 最 前 面 , 青 把 了 5?) 任意 地 接着 排 , 等 等 。， 这 样 得 到 的 , 就 是 所 求 
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的 、 尼 的 顶点 的 一 个 整体 顺序 6%. 
例 2.4 设 K" 是 有 序 复 形 ， 而且 S97?K 是 具有 有 自然 硕 序 的 ,下 的 重心 
重 分 ， 设 :是 下 的 任 一 单 形 . ~ 
区 (8 一: 的 在 硕 序 中 的 第 一 个 顶点 决定 一 个 标准 映射 4 ( 参 团 IV $3 
中 式 (11) 与 式 (9)). 不 难看 出 ,这 个 mw:Sd?K-> KK* 是 保 序 的 , 而 且 在 所 有 的 
标准 映射 之 中 , 只 有 这 个 下 是 保 序 的 . 
2.4 命题 设 f:K-> 工 是 单纯 映射 ,诱导 出 从 上 链 群 的 直 
和 0 (T) = 有 0 (DD) 到 CE) 一 CCK) 的 同 态 广 :CCD) 一 
C"( 玉 ) (参看 命题 V.2.5)， 如 果 取 定 顺序 “与 p, 使 得 f:K“>Ir 
保 序 , 则 六 保持 上 积 , 即 对 于 w? E07?(L), ECr(L),， 有 
太 (o Us =ropUfop， (4) 
这 里 的 两 个 上 积 运算 是 分 别 根据 顺序 w 与 p 得 到 的 . 
证 明 设 ca…pat 是 天 “的 任 一 2 十 9 维 有 序 单 形 ， 则 
CF (27 Up), alg) = Lo UP，faoat ant， (5) 
《fop UFJ， aoat aa 一 《2，jaoal af, farartt..artey. 
(6) 
如 果 f(a")，f (oz)，…，f(az*9) 是 两 两 不 同 的 顶点 , 由 于 :KL 
是 单纯 映射 , 它们 是 工 的 一 个 单 形 的 顶点 ; 又 由 于 了 :K“-> I 是 
保 序 的 以 及 aat.…eziy 是 KK 的 有 序 单 形 ， 了 Car) f(cD) … 了 (arte) 
是 Te 的 有 序 单 形 ， 然后 式 (5) 与 式 (6) 的 右 端 分 别 是 
《oz Uap, far) f(a) 了 (ap+a) >， 
Ca?, f (a) f(a) f Car) Sap, far) 了 (apr1) (aeta) > 
根据 上 积 的 定义 ,它们 相等 ， 于 是 , 这 情形 时 的 式 (4) 成立. 
-如果 fao)，f(cD0 ，…，f(azr) 中 有 相同 的 , 设 有 (@) 一 某 一 
个 (af),b 宇 j 二 1， 根据 f: 开 “一 Ze 是 保 序 的 , 容易 证 明 ， 即 使 
四 二 1， 仍 有 了 (o) = 一 了 lai*!)，( 复 习题 .) 然 后 式 (5) 与 式 (6) 的 
右 端 剖 是 零 ， 于 是 , 这 情形 时 的 式 (4) 也 成 立 ， 耻 


如 
~ 
< 


Wr bt 
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2.5 引 理 设 f:K 一 工 是 单纯 映射 , 诱导 出 上 同调 群 的 直 
和 间 的 同 态 产 : 术 *()-> H*(K)。， 如果 取 定 顺序 与 p, 使 得 
f:REe 一 Te 保 序 , 则 产 保持 上 积 , 即 对 于 各 E 万 ?( 甩 , EH?(L), 
有 
(UY) = UF, (7) 
这 里 的 两 个 上 积 运算 是 分 别 根据 o 与 得 到 的 . 因而 了 *: 有 *(17) 
玉昌 *(K”) 是 环 同 态 . 
证 明 我 们 只 须 证 明 式 (7)， 根据 上 同调 类 的 上 积 定义 式 
(13)，VS82 的 式 (15), 以 及 命题 2.4 的 式 (4), 有 
f° (PU = 2 U2)") = (Ff (2 U2))" 
—(f Uf2)"= (fF) Uf 2)" 
—f"P Uf"%, 


复 形 的 上 同调 环 前 此 讨论 的 复 形 玉 的 上 同调 环 H*(K%)， 
是 根据 下 的 一 个 局 部 顺序 o 得 到 的 .现在 要 利用 Sd?K 与 例 2.4 
来 证 明 上 同调 环 恕 *(K“) 实际 上 不 依赖 于 所 取 的 顺序 w. 
2.6 定理 设 w, ww 是 复 形 五 的 两 个 局 部 顺序 . 把 根据 它 
们 得 到 的 上 积 运算 分 别 记 作 U，U'.。 则 对 于 的 任意 两 个 上 同 
调 类 多 与 各， 
加 二 加 ' 和 0 (8) 
换血 话说 , *(K") 一 有 *(K”)， 即 的 上 同调 环 不 依赖 于 
所 取 的 顺序 , 由 五 完全 决定 了 ; 因而 可 以 写作 HH*(K). 
证 明 根据 例 2.4, 顺序 w 或 w' 各 决定 唯一 的 一 个 保 序 的 
标准 上 映射 x:SqrK ->K" 或 zm':SdrK 一 >KK”， 根 据 引 理 2.6， 有 
TP U9) = mo? (ra (9) 
(P12) = gr PU rw, (10) 


这 里 左 端 的 两 个 上 积 U, U 是 分 别 根据 w, w' 得 到 的 ， 而 右 端的 
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两 个 U 都 是 根据 Sq?KK 的 自然 顺序 得 到 的 . 
根据 例 IV. 4.4, 例 IV. 4.5, 定 理 IV.4.1 以 及 命题 V.2.6,， 
mr -op1: HD) > HEK) 
都 是 同 构 .于 是 式 (9) 与 式 (10) 的 右 端 相同 ; 这 就 给 出 
ms (3 知 吕 和) = "(gr U 29). 
再 应 用 与 "是 相同 的 同 构 , 就 得 到 式 (3). 
因为 一 个 单纯 映射 ,在 取 定 复 形 的 适当 顺序 后 , 总 是 一 个 保 序 
的 单纯 映射 ,所 以 本 定理 与 引 理 2.5 的 结合 , 成 为 下 面 的 推论 . 
2.7 推论 ”如果 ff: 到 一 工 是 单纯 上 映射, 则 
FHD >H'(R) 
是 环 同 态 . z 
从 定理 2.6 与 引 理 2.5, 还 可 以 得 到 下 面 的 重要 结论 ,说 明 上 
同调 环 虽 接近 于 是 可 交换 的 ,但 不 是 交换 环 . 
2.8 定理 (上 同调 环 的 交换 规律 对 于 任意 名 EH?(K)， 
了 GE HC(K), 
UC—1)" Ug. (11) 
证 明 虽然 已 有 定理 2.6, 但 在 灾 际 计算 上 积 时 , 我 们 还 要 
”用 五 的 顺序 ， 设 o 是 五 的 一 个 给 定 的 顺序 . 把 % 这 个 顺序 完 
全 炎 倒 过 来 ,得 到 K 的 一 个 新 顺序 ， 记 作 w.， 容易 看 出 ,如果 
coal. ar 是 K* 的 任意 一 个 " 维 有 序 单 形 , 则 它 与 “的 有 序 单 
形 or…ara" 的 关系 如 下 : 
00al mA(r) da 入 (rr) 一 (YD, 
现在 仍 把 根据 多 与 w 得 到 的 上 积 运算 分 别 记 作 忆 与 U'， 我 
们 先 证 明 
2 U2 = (—1)?% U9, (12) 
这 里 2, 加 是 上 闭 链 .事实 上 , 设 7 一 p 十 gy, 则 因为 整数 环 了 是 交 
换 的 ， 


2， 上 积 * 上 和 岗 调 环 BY 
C2) 2 al ap+0> 
= 27 U2 A(PDT+HI) a .0 
二 入 (D 十 q) 《22，C2T9 0 Ce G2. CO0> 
一 入 (2 二 0) (2, Ie) C29, 70104 
一 入 (DT 十 OA 和 (9 和 有) dD, ear to., 
因为 入 (2 十 OA 一 (一 二 2 所 以 式 (12) 成立， 
然后 , 根据 定理 2.6 中 的 式 (48) 与 现在 的 式 (I2)， 
UR=2 UR= (2 U2)" = (— 1) (2 U2)" 
一 《一 1)? UU 
本 定理 的 结论 (i1) 是 对 于 上 同调 类 说 的 。 如 果 把 上 同调 类 改 
为 上 闭 链 , 则 改 后 的 式 (11) 不 必 成 立 。，( 复 习题 .) 
如 果 把 系数 环 7 改 为 具有 单位 元 素 的 交换 环 , 则 本 定理 仍 成 
立 ， 本 节 中 的 其 他 讨论 , 全 部 适用 于 具有 单位 元 素 的 一 般 环 只 . 
例 2.5 环 面 7T( 例 V.2.4) 与 SIV S52V 5S1(V §2 中 习题 1) 的 整 上 同调 
环 . 了 与 SliY S2V S1 的 各 维 上 同调 群 都 同 构 ， 从 上 链 的 上 积 的 定义 , 容易 
知道 , 了 的 一 维 上 闻 调 群 的 山 个 生成 元 的 上 积 旭 UU 器 就 是 二 维 上 同调 群 的 
一 个 生成 元 , 而 StY S82Y SI 的 一 维 上 同调 群 的 两 个 生成 元 的 上 积 是 零 . 因 
面 这 两 个 上 同调 环 非 环 同 构 . 


上 同调 环 的 不 变性 ”在 已 经 有 了 上 同调 群 的 不 变性 时 (V §2 末尾 )， 现 
在 上 同 谈 环 不 变性 的 证 明 是 很 简单 的 。 这 是 由 于 上 同调 环 的 特殊 结构 : 上 
同调 环 是 从 上 同调 群 的 直 和 与 直 和 中 的 上 积 运 算得 到 的 . 

设 玉 与 工 是 两 个 复 形 ， 它 们 的 上 同调 群 的 直 和 是 群 及 五:( 及 ) 与 
HL), 而 它们 的 上 同调 环 是 及 *( 玉 ) 与 瑟 *(L)， 上 同调 群 的 重 分 不 变性 
是 说 , 当 工 =S4K 时 , 存在 上 同调 群 间 的 同 构 x*:H<(K) 心 Hs(SdKK), 这 里 
的 zs 是 标准 链 映射 。 这 时 候 , <* 明显 地 是 直 和 间 的 同 构 : 了 HK) 和 
5H4(SdK), 即 一 一 的 满 同 态 。 因而 根据 环 邮 构 的 定义 (§ 1 末尾 )， 只 需要 
证 明 w* 保持 上 积 .〈 复 习题 . ) 但 x* 保持 上 积 是 引 理 2.5( 与 定理 2.6, 推论 
2.7) 的 推论 (参看 定理 2.6 的 证 明 )。 这 就 征明 了 mw* 是 环 同 构 , 因而 证 明了 
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上 同 证 环 的 重 分 不 变性 ， 当 然 ，Sd* 是 环 同 构 w* 的 道 ，. 

上 同 诉 环 的 拓扑 不 变性 也 能 同样 地 证 明 . 事实 上 , 在 证 明 上 同调 群 的 扰 
扑 不 变性 时 (V2 末尾 ), 第 二 步 中 所 用 的 f"* 与 S4m*, 分 别 根 据 引 理 
2.5 与 出 让 明 的 环 同 构 54*", 都 保持 上 积 . 

上 同调 环 的 伦 型 不 变性 的 证 明 , 留 给 读者 。 


习 是 

1， 如 果 整 上 同调 环 的 任意 两 个 (都 非 单位 元 素 的 整数 倍 的 ) 元 素 的 上 积 
都 是 零 , 我 们 就 说 这 个 环 是 平庸 的 . 

试 说 明 III8 4 的 七 个 例子 中 的 复 形 以 及 三 维 的 射影 空间 与 透镜 空间 
(V § 6 中 的 习题 4) 的 整 上 同调 环 都 是 平庸 的 . 

2. 试 给 出 一 个 简单 的 复 形 , 它 的 整 上 同调 群 与 给 定 的 任 一 (能 或 不 能 定 
向 的 ) 闲 曲面 的 相同 (参看 例 2.5 与 V86 中 的 习题 2) .能 否 断 定 它们 的 整 
上 同调 环 不 相同 ? 

3， 试 讨论 三 个 圆周 的 乘积 2 CV § 6 中 习题 3) 的 整 上 同调 环 . 

4. 试 讨 论 如 和 何 定义 相对 上 链 的 上 积 , 因而 得 到 相对 上 同调 环 
H*(EK, L)., 


3. 卡 积 


对 于 有 序 复 形 及 “， 我 们 能 定义 (以 整数 为 系数 的 ) 上 链 与 下 
链 之 间 的 另 一 种 乘积 运算 , 叫 作 卡 积 ， 它 与 上 积 不 同 ; 我 们 不 能 通 
过 它 得 到 一 个 环 ， 但 它 所 引出 的 上 同调 类 与 下 同调 类 之 间 的 运 

算 , 对 于 下 一 节 中 的 交 环 的 讨论 有 重要 作用 . 


有 序 复 形 上 的 卡 积 设 w?E0O?(KK), ga€0o(K). ww? 与 的 
卡 积 , 记 作 
v? {) ya, 
是 复 形 K 的 一 个 9 一 2 维 下 链 ，E Qo-p( 攻 ), 定义 恕 下。 首先， 
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wy =0, 党 p>g. 
其 次 , 设 p<g。， 当 ws 是 有 "的 任 一 9 维 有 序 单 形 okef…af 时 ， 
023 门 oirghe gi Cp, tia-ee Gta i (1) 
然后 通过 线性 扩张 得 到 一 般 的 x? 由 yo， 所 以 , 卡 积 也 是 双 线 性 项 
数 , 即 卡 积 运 算 满 足 分 配 律 . 
如 果 同 定义 上 积 时 那样 ,把 KK 上 的 上 链 也 看 成 五 “ 的 有 序 单 
形 的 线性 组 合 ,而 豆 如 果 was…ez" 是 K* 的 有 序 单 形 , 则 从 式 (1) 
也 得 到 下 面 简单 的 说 法 ; 、 
ahot dr， 当 0 和 9， 而 且 o 一 0 
Gd0is aiz 们 gzaf gj 一 ad 0 一 gf (2) 
0， 在 其 他 情形 ; 
然后 作 双 线性 扩张 ， 式 (2) 可 以 看 作 是 说 ， 有 尾部 ( 指 a*a™……a?) 
的 , 截 去 尾部 ; 无 尾部 的 ,全 部 抹 掉 . 
例 3.1 设 玖 是 2 一 (ao ao 02) 的 闭 包 复 形 , w 是 整体 硕 序 < 一 
42， 设 一 维 上 链 刀 一 aal 二 aia2 与 二 维 下 链 yo 二 arala?。， 根据 式 (2) 的 计算 
法 ， 
TN y= ng. 
如 果 改 用 整体 顺序 w :at<a2<ao,， 则 这 两 个 链 应 改写 成 z= 一 qq? 二 
ala?, ya 一 G7q?09， 把 根据 w 来 作 的 卡 积 运算 记 作 由 '， 则 


TIN 'ys=0, 
从 卡 积 的 定义 ,还 容易 直接 验证 下 列 关系 : 
wh Ny)— Uo) Ny (3) 
e 门 yo 一 be， (4) 
In (zz 站 gp) — Le, Ys), (5) 
Car; on 办 = 人 opUao oo。 (6) 


3.1 命题 ( 卡 积 的 下 边缘 公式 ) 
(vw? Nya) = (—1)" ?0 yatw? fl Oyo., 本 
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证 明 在 p>g 时 , 这 边缘 公式 明显 地 成 立 ， 设 P<9， 这 
时 候 , 只 须 证 明 , 当 wyo 是 K* 的 任 一 9 维 有 序 单 形 cc az 时， 这 
公式 成 立 ， 直接 从 定义 计算 (参看 本 节 习 题 1 ), 有 


人 . 
w? 1 Oa = SY (—1)* add 
=0 


Kk 


-SI (_1 bpp, gop 0A? 
2 
大 二 


@ 
二 BY (~1)rw?, ge ?lb ga. 0 1 
k=g 一 2 一 


= Og?, a Pg a ? 
十 《一 十 ) 2 ?Cw?, Oa ?lg 0 ?1 
=0(w fia.0) + (—1) ?7-16 fa...07, 1 
然后 ,相当 于 引 理 2.2 与 定理 2.3, 有 
3.2 引 理 上 闭 链 门下 闭 链 = 下 闭 链 ， 
上 边缘 介 下 财 链 = 下 边 毕 ， 
“上 闭 链 站 下 边缘 一 下 边缘 .村 
3.3 定理 上 闭 链 与 下 财 链 的 卡 积 的 下 同调 类 ， 由 前 一 个 因 
于 的 上 上 同调 类 与 后 一 个 因子 的 下 同调 类 完全 决定 ，]】 
根据 本 定理 ,能 定义 上 同调 类 多 与 下 同调 类 和 的 卡 积 为 
?Na = (2 20)". 
如同 链 的 卡 积 运算 一 样 ,同调 类 的 卡 积 运 算 也 满足 分 配 律 ,而 且 有 
与 式 (3) 到 式 (6) 的 相应 关系 .在 这 意义 下 ,我 们 说 卡 积 把 Hs*(K) 
与 五 (五 ) 配对 到 ,5(K). 


保 序 的 单纯 映射 复 形 上 的 卡 积 ”本 节 中 前 此 的 讨论 都 是 关 
于 有 序 复 形 K“ 的 . 现在 仍 用 有 序 复 形 。 下 面 的 永恒 公式 ,相当 
于 命题 2.4. 
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3.4 命题 (永恒 公式 ) 设 f: 忆 -> 万 是 单纯 映射 , 而且:K” 
-> 了 Te 是 保 序 的 ， 则 对 于 任意 meEOr(D)，weECe( 民 )， 
f (fim NN ya) 一 on joyc. 
证 明 对 于 任意 or-?EO9-?( 卫 )， 
or?, ff er Ny = fr?, ff yo 
一 《foo ?Uf'y, go 一 《oo Uaz)， yay 
VP Up, fy = 0 02 人 oo> 
(参看 V8§2 中 习题 2). ]】 
这 里 的 永恒 公式 与 下 面 的 公式 类 似 . 设 了 是 从 集合 互 到 集 
合 了 的 一 个 单 值 的 满 对 应 。 则 对 于 任意 子 集 4cCX, BCF， 
f(f-1BN A)=BNYA. 
从 本 命题 出 发 ,完全 仿照 上 一 节 中 关于 上 积 的 讨论 ,依次 得 到 
下 列 二 结果 . 
3.5 引 理 设 了 :及 一 工 是 单纯 映射 ,而且 了 :K“ 一 I 是 保 
序 的 。 则 对 于 任意 避 EH?(L), 加 EH(K)， 
ff i NG) = Nd. 1 
3.6 定理 复 形 的 上 同调 类 与 下 同调 类 的 卡 积 不 依赖 于 
所 取 的 顺序 o, 由 KK 完全 决定 .了 
然后 ,在 定理 3.6 的 基础 上 ,知道 : 如 果 把 引 理 3.5 中 的 “而 且 
f:K*-> Ir 是 保 序 的 ” 删 去 , 改 后 的 命题 仍旧 成 立 ， 


了 题 


1. 设 下 是: 1) 例 V.2.4 中 的 环 面 , 2)V 8 2 习题 1 中 的 射影 平面 ， 试 
计算 卡 积 
H*(RK)NH,(R)—> HK). 
2， 试 用 式 (6), 来 从 上 积 的 边缘 公式 得 到 卡 积 的 边缘 公式 。 
3. 试 证 定理 3.6.， 
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4， 设 引 理 3.5 中 的 单纯 映射 是 一 个 标准 映射 下 :Sad 开 一 下， 试 证 : 1) 对 
于 任意 3?€E Hr?(SdR)y, j,€ HSAK), 
TP NY) = SA ey; 
2) 对 于 任意 2? EHCEK), 3 € H,(K), 
No 站 有 一 ad 


和 4， 闭 组 合流 形 的 交 环 


本 节 只 限于 讨论 ” 维 的 闭 组 合流 形 ， 我 们 把 它 简称 作 流 形 ， 
本 节 的 主要 目的 是 定义 能 定向 的 流 形 W 的 、 以 整数 为 系数 的 交 
环 . 我们 先 定 义 到 的 两 个 下 同调 类 的 交 ( 式 (12)), 然后 通过 卡 积 
与 对 偶 同 构 之 间 的 关系 (命题 4.4 到 4.8)， 得 到 交 运 算 与 上 积 之 
间 的 关系 (定理 4.9)， 从 而 同时 证 明 下 列 两 事实 ， 交 运算 给 出 以 
的 交 环 , 而 且 在 对 偶 同 构 下 , 型 的 交 环 与 性 的 上 同调 环 环 同 构 
(推论 4.10). 

在 本 节 的 末尾 才 提 到 不 能 定向 的 流 形 . 


从 ols"?) 与 Sds' 的 交 出 发 ”在 无 相反 的 申明 时 , 我 们 都 
设 ML 是 能 定向 的 % 维 闲 组 合流 形 ， 从 定义 上 积 与 卡 积 的 经 验 , 我 
们 自然 会 想到 ,要 想 定义 两 个 下 同调 类 的 交 , 必 须 从 定义 两 个 下 链 
的 交 出 发 ， 在 本 章 开 始 时 ,我 们 就 说 过 ,我 们 不 能 定义 一 般 复 形 的 
交 环 , 只 能 定义 流 形 的 交 环 .原因 是 流 形 履 , 而 非 一 般 复 形 , 有 对 
偶 性 质 ; 而 流 形 M 的 对 偶 性 质 , 在 我 们 即将 给 出 的 下 链 的 交 的 定 
义 中 就 占有 中 心 的 地 位 ， 

对 于 流 形 M、SdAM 有 两 个 对 偶 的 块 形 前 分 吾 与 召 设 双 的 
有 向 单 形 的 一 个 基本 组 是 {s8}， 使 得 到 的 基本 闭 链 是 

z 为 一 之 3! 

设 s*? 与 是 基本 组 的 任意 n 一 p 维 与 4 维 成 员 , 我 们 的 出 发 点 是 


土 ， 于 组 合资 形 的 交 环 025% 
讨论 分 别 从 如 与 吾 得 来 的 有 向 块 形 ec (中 与 Sdxr 的 交 ， 为 此 ， 
先 写 下 VS7 中 的 式 (3) 与 式 (5),， 分 别 作 为 下 出 的 式 人 CD 与 式 (2)， 

Sdsi = Es: tt EH: “of. (1) 
这 里 的 和 号 是 对 于 的 所 有 真 序列 (其 中 型 固定 ) 
[A CP 
展开 的 ; 
o (s"-?) = St ... [t"-?+1: gn-?] 1. 如 (2) 
这 里 的 和 号 是 对 于 下 的 所 有 真 序列 (其 中 于? 国定 ) 
8 
展开 的 .从 式 ( 了 D 容 易 得 到 
Sqdz, = 5 [st:t" 1 [td (3) 
这 里 的 和 号 是 对 于 站 的 所 有 真 序列 
tt Kt Ks 
展开 的 .明显 地 ,作为 点 集 时 , 式 ( 了 与 (2) 中 的 一 般 项 的 交 是 一 个 
单 形 (8, -1，… ?+1， 1m- 了) 或 空 集 , 按照 是 否 s?<s8?， 于 是 
我 们 用 下 面 的 式 子 来 定义 o(s"?) 与 Sds? 的 交 链 , 记 作 0o(s"?) 
打 Sds?. z 


和 


PA td ge 一。 如一? 二 1 一， 
o(s"?) 间 Sds? = 当 s*?-<s9, (4) 

0， 当 s?-K8%， 
这 里 的 和 号 是 对 以 的 所 有 真 序列 (其 中 型 ， 对-? 固定 ) 

A 
展开 的 . 这 个 交 链 是 S4M 上 的 p+g 一 n 维 链 , 不 依赖 于 妇 -2，….， 
?7 的 定向 ,而 由 s"? 与 完全 决定 . 再 把 式 (4) 作 双 线性 扩张 ， 
然后 ,对 于 Cs( 记 ) 的 任 一 链 名 与 Oa(M) 的 任 一 链 v4 的 重 分 Sdz， 
ECa(SdM)， 有 了 交 链 

sp 并 NSdoocE Cyra-n (SAM)., (4") 
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这 里 有 王 面 三 个 值得 提出 的 特例 : 


cksq) 六 Sd( 土 8?) 一 十 ia， (5) 
ol(s"?) 半 Sdz,=o0(s"?), (6) 
Zo(s) dds = Sds,. (7) 


还 值得 注意 ,把 > 0s) 看 作 是 S4M 上 的 链 时 , 它 就 是 dz 
全 .1 命题 ( 交 链 的 下 边缘 公式 ) 
9(5p 打 Sdvo) 一 (一 1)"”056g 间 Sdwa 二 6p 间 ODdwo, 
证 明 只 须 证 明 
oa(o(s"7?) 半 Sds’) 
一 (一 1)"400(s"?) 间 Sds’ 十 o(s*?) 半 OSds', (8) 
当 s"™ ?Ks9， 则 s*"? 也 水 08? 中 任 一 9 一 1 维 单 形 , 而 且 6s% ?中 任 
一 mn 一 Dp 十 1 维 单 形 也 飞 83 所 以 这 时 候 , 根 据 定义 与 引 理 V.7.5 中 
的 式 47), 这 里 的 式 (8) 中 每 一 个 交 都 是 零 . 
” 设 s*?<si， 我 们 用 引 理 V.7.5 的 证 法 ， 来 计算 下 列 三 种 
P 十 9 一 % 一 1 维 单 形 在 式 (4) 的 边缘 6(o (s"?) 半 Sds”) 中 的 系数 . 
1) 单 形 到 … 扩 3 9> 有 >m 一 D， 它 的 系数 是 零 , 与 引 理 
V.7.5 的 证 明 中 情形 1 相似。 
2) 单 形 加 … 加 ?+1 它 的 系数 是 (一 1)?*%?[s?: 直 下。 
[n+t:s 人]。 这 种 单 形 对 于 9(o(s"?) 间 Sds?) 的 贡献 是 
( _ 1) Pta—nS, [加 一 ?+ 。 3" 2] > [ss 。 -1 os [加 -9 : 如 “3+TI] sya 一 1 。 .一 十 王 
— (—1)?re-" [7+1:g"-7] 0 (t"-?+1) 间 8dsq 
根据 引 理 VY.7.5 中 的 式 (6), 这 就 是 这 里 的 式 (8) 右 端的 第 一 个 交 ， 
. 3) 单 形 扣 1+.…?， 它 的 系数 是 [s?: 如 悦 …[t 二 ?7:8* ?1。 这 
种 单 形 对 于 9(o(s"?) 间 8?) 的 贡献 明显 地 是 式 (8) 右 端 的 第 二 个 
交 .。 
从 本 命题 立刻 得 到 下 面 的 引 理 . 
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4.2 引 理 
卢 上 的 下 闭 链 半 了 肝 上 的 下 闭 链 的 重 分 一 SdM 上 的 下 闭 链 ， 
如 上 的 下 边缘 并 履 上 的 下 闭 链 的 重 分 =SdM 上 的 下 边缘 ， 
卢 上 的 下 闭 链 间 用 上 的 下 边缘 的 重 分 一 SdM 上 的 下 边缘 ， 卫 
如 同根 据 引 理 2.2, 我 们 得 到 了 两 个 上 同调 类 的 上 积 , 现 在 根 
据 本 引 理 , 我 们 能 定义 户 的 下 同调 类 6 与 用 的 下 同调 类 纪 的 重 
分 (Sdzo)*(E HA(SQM) ) 的 交 : 
Lo 六 (Sdza) "= (CoSdzg)* €E Hora_n (SAM), (9) 
这 里 的 下 闭 链 Ls 是 ols?"?) 的 一 个 线性 组 合 ,而 办 是 中 的 . 


流 形 路 的 下 同调 类 的 交 现在 要 在 式 (9) 的 基础 上 ， 来 定义 
流 形 WM 的 下 同调 类 的 交 . 为 着 这 个 目的 以 及 下 文 的 需要 , 先 写 下 
定理 .7.6 中 的 对 偶 同 构 4=wwino, (4 的 三 个 因子 都 是 同 构 ). 


:Hi (M)- > HsB) > H, ,SAM) -> H,_(M). (10) 
我 们 还 要 注意 , 在 本 节 的 前 此 讨论 中 , 我 们 已 把 o(s"-?)，Ls 看 成 
SdM 上 的 链 , 那 就 是 说 , 已 把 它们 看 成 io(s"?), 放 y 的 简写 .我 
们 还 将 如 此 作 ， 

设 多 与 为 是 流 形 隆 的 p 维 与 9 维 的 下 同调 类 .因为 式 (10) 

中 的 诸 同 构 , 存 在 训 的 唯一 的 下 同调 类 2 使 得 
名 一 ad 区 ， 和 = o> 1 = mb, (11) 
这 里 的 rz 是 msiso 的 简写 ， 然 后 我 们 得 到 下 面 的 定义 。 
4.3 定义 ”能 定向 的 流 形 1 的 两 个 整 下 同调 类 久 与 加 的 交 


入 并 % 一 me 人 bo 间 (8dzo) 7) EHsre nM), (12) 


这 里 的 式 (12) 右 端的 wm 是 标准 同 构 . 
交 运 算 的 完全 说 明 还 包含 式 (11), (9), (4) 与 (4). 
本 定义 中 的 交 运 算 , 是 否 使 得 履 的 整 下 同调 群 的 直 和 和 
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之 如 ,( 民 ) 形成 一 个 环 呢 ? 答案 是 肯定 的 ; 但 证 明 不 是 直接 验证 交 
运算 具有 环 所 要 求 的 性 质 ， 而 是 通过 交 运 算 与 上 积 的 对 偶 之 间 的 
关系 以 及 下 面 的 对 偶 同 构 与 卡 积 之 间 的 关系 . 


对 偶 同 构 与 卡 积 ” 卡 积 与 上 积 的 具体 计算 ， 都 需要 先 有 项 乓 
的 顺序 . SdM 已 有 自然 顺序 , 所 以 有 有 序 复 形 SdrM， 注意 , 我 
们 的 式 (1) 到 式 ( 各 中 的 链 , 都 是 Sdr*MM 的 有 序 单 形 的 线性 组 合 . 
为 着 达到 我 们 现在 的 目的 ,关键 是 下 述 引 理 . 

和 .和 引 理 设 w 是 以 的 一 个 顺序 ， 

:deHMf 一 jh” 

是 例 2 4 中 那 唯 一 的 保 序 标准 映射 , 而 且 是 用 “的 任 一 p 维 有 
序 单 形 ( 作 为 上 链 )， 则 


T8 =— [sr?:87 1 [SLS8D PP 1 80 (13) 
”这 里 的 的 顶点 恰 是 s? 的 最 后 p 一 2 十 1 个 顶点 ,因而 
[sp :8 1]. [si:s"| =1; (14) 
而 且 未 写 出 的 部 分 是 S4?M 的 、 非 形 如 
fob. 
的 有 序 单 形 的 线性 组 合 . 


证 明 根据 w' 的 定义 , 对 于 SqdrM 的 形 如 jj-1.… 扣 的 有 
序 单 形 ， 
C's?, rr- = Cn, oolrlo-1...foy. (15) 

首先 ,我 们 说 ,在 SdrM 的 这 种 的 庄 p 维 有 序 单 形 中 , 恰 有 一 个 使 
得 式 (15) 非 零 ， 事实 上 , wp 是 所 上 的 一 个 p 维 链 ， 即 加 
的 一 个 整数 倍 ， 根 据 例 2.4 中 zw 的 定义 ,如 果 妇 天 8， 即 如 果 
扣 关 :?， 则 式 (15) 为 零 ， 这 就 说 明 所 求 的 如 =s?. 

其 次 ,因为 才 证 了 的 结果 ,为 着 求 得 使 式 (15) 非 零 的 ?和 -1… 取 ， 
只 须 考 虑 在 Sds? 中 出 现 的 单 形 (参看 式 (1))， 根 据 严 的 定义 ， 
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orz 加 一 8?， (16) 
当 而 且 只 当 如 "的 项 点 是 sp 的 最 后 Pp 一 2 十 1 个 顶点 . 
命 这 样 的 名 ”为 8 显然 由于 [sz:s- 可 一 … 一 [s48] 一 二 


有 式 (14).。 然后 上 文 关于 式 (15) 非 零 的 讨论 , 给 出 式 (14) 的 条 件 
下 的 式 (13). 】 

参看 习题 1. 

&.5 命题 在 引 理 4.4 的 假设 下 ， 

0 (3?) = 8? (| Sqz,, 

证 明 从 式 (2) 以 及 应 用 卡 积 的 定义 到 命题 4.4 中 的 式 
(13) 与 式 (3). 

4.6 定理 设 以 是 能 定向 的 n 维 闭 组 合流 形 ,而 且 它 的 基本 
闭 链 是 zw。 则 定理 V.7.6 中 的 对 偶 同 构 4: H2M) 几 五 ,_o(MM) 可 
用 卡 积 表 出 : 

4: 和 -> 各 门 和 匈 . 
证 明 因为 cks2) 是 io(s?) 的 简称 ， 根 据 命题 4.5 与 命题 


3 


3.4 
mio (8) = (ws NN Sdz,) =8 /2,. 
于 是 ,从 同调 类 的 卡 积 的 定义 ， 
d48 一 (rr 人 (2 ) 一 (2 人 为 六 一 加 站 和， 了 
注意 , 这 证 明 中 的 w 虽 是 例 2.4 中 那 唯一 的 保 序 标准 上 映射 严 
所 诱导 出 的 链 映射 , 但 从 例 TV .4.5 与 定理 V.3.6, 本 定理 的 结 
论 是 不 依 束 于 顶点 的 顺序 的 . 
如 辐 命 题 4.5 的 证 明 那 样 , 从 式 (3) 以 及 应 用 卡 积 的 定义 到 式 
(13) 与 式 (1), 我们 得 到 下 面 的 命题 . 
4.7 命题 在 引 理 4.4 的 假设 下 ， 
Is p) 井 as 一 上 rs 站 Sasz 1 
4.8 命题 对 于 ?EH*?(M), 和 EH(M), 


260 第 六 章 ” 同调 环 ' 流 形 的 交 环 
?和 二 各 7? 站 多 ， 

证 明 首先 注意 4 人 ?= 一 msisoe2 ?了 一 xz,i0(x*?)， 这 里 
Glen9) 即 (os 了 ))*， 以 及 (wr 了 ) 简称 为 了 (2*-?)， 然后 根据 
式 (12)， 式 (9), 命题 4.7, 命题 3.4 与 同调 类 的 卡 积 定义 , 依次 有 
下 列 等 式 : 

?G(r ?7) Sd 0) =r (oc (2* 7?) Sadz0)" 
— (mm ?Sadz)) "= (2 (2)* 
加? 了. 


交 环 ”有 了 定理 4.6 与 命题 4.8, 很 容易 证 明 本 节 的 主要 定 


s， 理 . 


4.9 定理 设 有 以 是 能 定向 的 nn 维 闭 组 合流 形 , 而且 4 是 作 
上 的 对 偶 同 构 ， 则 对 于 名"?, -a€ HH*(M)， 
Ar ?EA 4? U $0). 
证 明 根据 命题 4.8, 定理 4.6, $3 中 的 式 (3)， 以 及 再 一 
次 命题 4.8, 依次 有 下 列 等 式 . 
Mn-? 和 Era 二 8" 
= (2 ?U0 ) N= A U7) 
4.10 推论 在 定理 4.9 的 假设 下 ， 由 式 (12) 定 义 的 交 运 算 
井 , 把 对 的 下 同调 群 的 直 积 之 五 o(M) 变 成 一 个 环 瑟 .( 好)， 具 
有 单位 元 素 和 ,而且 对 侦 同 构 
4: H*(M) ~ H.,(M) 
是 环 同 构 . 届 
环 瓦 ,(M) 叫 作 A 以 的 交 环 或 下 同调 环 . 


能 定向 的 与 不 能 定向 的 流 形 ” 同 在 VY $7 的 末尾 一 禅 , 如 果 
改 用 系数 环 Vs 来 蔡 代 7 , 则 不 必 假 设 以 是 能 定 问 的 . 然后 有 下 
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列 结 果 . 
4.11 定理 设 必 是 % 维 的 闭 组 合流 形 ， 而 且 它 的 模 2 基本 
闭 链 是 2。 则 定理 V.7.8 中 的 对 偶 同 构 4: He (M; J2) ~ 
九 e; va) 可 用 卡 积 表 出 : 
4d4:22 一 > 加 2 站， 卫 
4.12 定理 在 定理 4.11 的 假设 下 , 由 式 (9) 定 义 的 交 运 算 
#, 系数 取 模 2 后 , 把 履 的 模 2 下 回调 群 的 直 和 变 成 一 个 环 
五 (及 ; ys),， 具有 单位 元 素 加， 而且 对 偶 同 构 
A:H*(M; J ~ HM;Y,) 
是 环 同 构 . 


例 4.1 本 例 给 出 定理 4.6 与 引 理 3.5 (永恒 公 式 ) 的 一 个 应 用 . 
设 玉 是 复 形 , M 是 能 定向 的 1 维 闭 组 合流 形 ,而 且 了 :区 一 用 是 一 个 单 
纯 映 射 ， 如 果 记 : 互 。( 互 ) 一 互 。(M) 是 满 同 态 , 则 对 于 每 一 个 g, fw:H,(K) 
> 也 (21) 也 是 满 同 态 . 
证 明 设 思 是 收 的 一 个 基本 闭 链 . 根据 假设 , 五 ,() 中 有 一 人 
素 攻 ,使 得 思 加 一 扣 。 现在 我 们 的 目的 是 , 对 于 非 零 的 互 e( 到 ) 中 的 任 一 非 
零 元 素 入 , 找到 互 。( 互 ) 的 一 个 元 素 如， 使 得 ,如 = 名， 考虑 
HA AM)T ~ HN 一 一 > H" (KK) 办 HAE). 
从 名 , 得 到 了 *4 敬 ,Nn 入; 这 就 是 我 们 所 找 的 元 素 ， 因 为 根据 引 理 3.5 与 定理 
4.6, 
fCf*A4 3 NN) = 1 Nf ,= 3 nN 一 44- 二 一 8 | 
例 4.2 " 维 射 影 空间 P" 一 |Z?| 的 模 2 上 闻 雇 环 是 J2[z1z"*1~=0] ( 见 
例 1.2). 
例 V. 6.5 与 例 V.6.6 已 经 替 本 例 作 了 下 述 的 准备 ， 例 了 .6.5 给 出 了 
Pr 的 单纯 齐 分 Z， 例 -6.6 证 明了 
HULY; Ja) 入 Ja， 0<q 委 9 
并 县 证 明了 , 对 于 包含 单纯 映射 :LL"-1>L"，, : 
HCI; To) > HL?; J2), 
os HAAL"; SOFHIAL" ;Jo), Ox<g<n~—l, 
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部 是 同 构 ; 因为 涉及 的 群 都 各 怡 有 两 个 元 素 , 所 以 fw 与 六 都 分 别 把 零 或 非 等 
元 素 变 成 零 或 非 零 元 素 . 
证 明 用 归纳 证 法 . 本 例 的 命题 对 于 一 维 射影 空间 显然 成 立 ， 假 设 
它 对 于 % 一 1 维 射 影 空间 成 立 ; 我 们 来 证 它 对 于 nC(>>1) 维 射 影 空间 成 立 . 
首先 , 设 0 玫 2 E 有 XL" ;J2)。 命 =XZUzTU…Uz,1<q<n， 根据 定 理 
2.7 人 是 环 司 态 ,所 以 关 (z22) 一 (cz)3 根据 i 是 群 同 构 , i*z 才 0; 根据 归 
纳 假设 ,，(1*2)4 和 0; 于 是 江 (2?) 和 于 0。 再 根据 i 是 群 同 构 , 得 到 
”04x€ HAL"; Jo), 1<q<n—1. 
其 次 , 剩 下 要 证 的 只 是 
0 地 2 € H"(L";J,), 
命 及 "CL"; J9) 与 五 ”ZJyo) 的 非 零 元 素 分 别 为 a 与 B.〈 读 者 可 设想 
n=2, 因而 有 直观 的 图 形 帮 助 型 解 下 面 的 证 明 . ) 把 定理 4.11 应 用 到 工 ", 我 
们 知道 
29 寺 0 会 2 站 aa 二 0， 
i 月 XNa 直 0。 因为 ,根据 $3 中 式 (3) 的 推论 (在 系数 群 ys 时 )， 
12nc 一 (cz 1U rz) Na=r2" iN (rN a), 
我 们 进行 如 下 。 根据 i 是 群 辐 构 ，0 才 2%86 € 及 "(LL"; J9); 男 一 方面 ,已 有 
4 关 2nx6 TOO J2); 所 以 XNa==ix8， 办 而 
rz" Na=72" 1iN 18, 
十 是 归结 到 证 明 zx"1NisB 和 0. 
但 根据 定理 3.5， 
TINiB = 2" TN B). 
再 根据 '** 是 群 同 构 ,我 们 知道 
ZN,B+00Oir" iN B+A0; 
于 是 义 归 结 到 证 明 售 x”? 几 B 关 0。 现在 ,根据 上 文 的 结果 "1 到 0 以 及 让 是 
群 同 构 ， 知 道 2x”? 关 0; 再 把 定理 4.11 应 用 到 五 得 x”1NB 子 0。 这 
就 完全 证 明了 : 如 果 0 关 ZE 日 L”;J2), 则 
m0, l<a<n, 1 


习 十 
1. 试用 特例 (x==2, p==1) 作 图 验证 式 (13), 并 求 出 此 特例 的 式 (13) 中 


4 由 组 合 六 形 和 的 交 环 2 


的 未 写 出 的 部 分 ， 
2. 试 应 用 命题 4.7 与 卡 积 的 边缘 公式 ， 来 证 明 命 题 上. 工 中 的 交 链 的 过 


3. 试 求 环 面 的 交 环 . 

在 p+9==n 时 , 式 (12) 中 的 零 维 链 , 闪 Sdzo 的 指数 叫 作 5 与 Sazs 的 交 
点 数 。， 试 讨论 ， 在 式 (12) 中 的 名 与 名 为 环 面 的 一 维 下 同调 群 的 生成 元 时 ， 
可 能 的 、&j 与 Sdzs 的 交点 数 . 

4. 沿用 例 4.1 中 的 记号 ， 试 证 ， 如果 fx: 瑟 ,( 及 )-> 互 ,( 戏 ) 非 零 同 态 ， 
则 或 者 六 :HM)> 了 HC(K) 定单 一 的 同 态 ,或 者 f* 的 核 属 于 接 子 群 
Ta WM). 

从 而 试 证 Betti 数 之 间 的 不 等 式 : 

RK)> RM). 

因而 推 知 ， 不 存在 从 二 维 球 82 到 二 维 环 面 T? 的 单纯 映射 f， 使 得 f， 非 零 
同 态 . 


附录 A ”生性 的 欧 几 里 得 空间 


解析 几何 教程 ”中 言论 三 和 维 空间 中 的 址 蕉 与 蔚 面 。 本 附录 的 
目的 是 用 赐 样 的 方式 引进 双 蕉 的 欧 几 里 得 空间 下 中 的 g 稚 超 在 
面 , 0 二 qn. 


读 第 三 章 §1 时 ,需要 本 附录 的 知识 . 


i. 栈 性 空间 


首先 我 们 重 述 线性 代数 ? 中 的 线性 空间 的 定义 ， 我 们 只 限于 
实数 域 上 的 将 性 空间 ; 实数 用 希腊 字母 人 等 表示 . 

设 虐 是 一 个 集合 , 它 的 元 素 是 z, y, z, 4 等， 如果 工 满 足下 
列 黄 租 条 件 , 它 就 叶 作 一 个 种 性 宏 阅 或 向 量 守 间 , 它 的 元 素 叫 作 点 
或 向 量 . 

1 对 于 工 中 的 每 一 对 元 素 x 与 y, 研 中 有 一 个 对 应 的 元 素 w， 
则 作 z2 与 9 的 和 , 记 作 w=z 十 y, 使 得 

1.1” 加 法 交换 律 成 立 : x 十 y= 一 y 十 2; 

1.2” 加 法 灶 合 律 成 立 : x 十 (yy 十 ?2) = (2 十 9Y) 十 %; 

1.8” 雳 元 素 存 在 : 工 中 恰 有 一 元 素 0, 叫 作 震 元 素 ， 它 对 于 
工 中 每 一 元 素 x, 都 具有 2 十 0 一 xz 这 个 性 质 ; 

1.4” 诞 元 素 存 在 : 对 于 工 的 每 一 元 素 z, 工 中 恰 有 一 个 对 应 
的 元 素 一 z, 叫 作 z 的 送 元 素 , 具 有 性 质 > 十 (一 2) 一 0. 


” 例如 上 吴 光 舌 、 丁 石 孙 等 ; 解 术 几何 ,人 民 教 育 出 版 社 ，1964 。 
1 例如 张 示 瑞 、 郝 筑 新 ,高 等 代数 ,人 民 教 育 出 版 入 ，1964. 
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2” 对 于 每 一 实数 和 与 也 的 每 一 元 素 x, 工 中 有 一 个 对 应 的 元 
素 y, 叶 作 和 与 2 的 积 , 记 作 y= 和 %, 使得 
2.1° lz%=2; 
2.2” 乘 法 结合 律 成 并 ; 和 (HaZ) 一 (A)5; 
2.3” 分 配 律 成 立 : 
入 (Z 十 人 =AT+NY, N+ T=AvT+ Nm. 
其 次 , 我 们 重 述 有 关 线 性 空间 的 几 个 概念 设 27, 923, …*， 2 
是 和 线性 空间 二 中 的 一 租 元 到 ,而 县 A 和, As,“…, ha 是 一 组 尖 数 .如 
条 方程 
入 10 十 入 30 十 十 和 ao04 一 0 
逢 钵 
和 1 一 人 3 = 一 … 一 人 一 0， 
这 租 元 素 就 悦 是 线性 无 关 的 ;否则 就 癌 是 线性 相关 的 . 
如 果 工 中 的 徐 性 无 关 的 元 素 的 最 多 个 数 是 mn， 上 就 说 是 台 奴 
的 , 记 作 帮 ". 


中 的 一 粗粮 性 元 关 元 案 
@l, €?, -., O" (2D) 
中 作 的 一 个 菇 .的 任 一 元 业 2 可 以 叭 一 地 表示 成 这 些 基 元 


X=wWI16! 十 Wo6” 十 "… 十 VE"， 
这 里 的 系数 cz, 22,…, zn 是 实数 . 这 和 组 有 次 序 的 实数 串 作 元 素 z 
的 ,对 于 基 () 的 坐标 ,而 且 我 们 写作 
t= (V1, To, '**, Tn). 

如 果 石 是 I? 的 一 个 子 集 ， 而 且 本 身 也 是 一 个 多 性 空间 ， 
则 工 1 吓 作 一 个 简 性 子 室 赣 . 必 的 任 一 禾 性 子 空间 Za 显然 包含 
Zr 的 告 元 率 0. 

于 的 一 个 线性 子 空间 Li 也 有 纵 数 , 设 是 9. 然后 0<g<<n. 
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例 1 发 r=(R", 4) 是 例 1.1.1 中 的 % 稚 的 欧 几 里 得 空间 ，E' 的 任意 
两 个 有 次 序 的 点 e 与 a' 决定 一 个 有 向 线段 an. 对 于 的 任 一 有 向 如 段 
aa 与 任 一 点 x， E" 中 存在 唯一 的 一 点 x', 使 得 有 疝 厅 段 zz' 二 aa'( 郎 这 两 个 
有 向 线 引 平行 ,它们 的 长 度 相 等 , 指向 相同 )，、 有 向 线段 的 相等 是 一 个 等 价 关 
和 柔 ; 它 把 Er 中 的 所 有 的 有 向 缠 段 分 成 等 价 类 . 把 有 向 线段 aa' 的 等 价 类 记 作 
faa), 是 作 一 个 向 量 ( 朗 所 谓 “ 自 由 向 量 ”)， 辣 时, 当 点 a 与 a! 重合 时 , 我 们 
还 把 faa} 看 作 是 一 个 向 量 , 吓 作 堆 向量。 EB" 中 的 全 体 疝 量 组 成 一 个 二 灯 的 
线性 空间 L", 


2， 线 性 的 欧 几 里 得 空间 : 超 平 面 


设 B"= (Rd) 是 例 工 工 工 中 的 各 维 的 欧 几 里 得 空间 . 它 的 一 
个 点 是 一 钥 % 个 有 次 序 的 实数 . 当 嫉 性 空间 £" 中 选 定 了 一 个 基 
时 , 的 一 个 点 也 可 以 淖 作 是 一 租 %* 个 有 次 序 的 实数 . 但 雇 与 
天 的 区 别 在 于 B* 是 几何 的 对 象 , 而 7 是 代数 的 对 象 : 如" 的 两 点 
有 距离 , 而 的 两 点 无 距离 ; L" 中 有 册 种 代数 运算 (两 点 的 相 加 
与 点 乘 以 实数 ) ,而 BZ" 中 无 代数 运算 . 我 们 现在 就 是 要 在 捉 中 也 
引进 这 两 种 代数 运算 ,使 得 我 们 能 更 简便 地 讨论 2” 的 性 质 . 

让 w= (oa oa Wn) 与 9g 一 (ya ga Yn) 是 如 的 任意 两 
点 , 而 且 和 是 任意 一 个 实数 . 跟 对 于 的 点 一 样 , 我 们 现在 对 于 
B? 的 点 ,也 定义 

7 十 g 一 (Zi 十 oai，03 十 9a，… Vn Yn), 
和 2 一 (入 0TI， 和 0Oa，……， 和 On ) . 

例 2 女 通 党 一样 ,把 包 ” 的 原点 记 作 0== (0, 0,…, 0)，E" 中 的 每 一 个 
点 z 决定 从 原点 0 到 点 2 的 同 量 07， 通常 时 作 吧 Tz 的 “定位 向 量 .点 ?是 
它 的 定位 向 量 的 终点 ;点 7 与 定位 同 量 02 的 坐标 都 是 (zi X22，…, zx) . 疏 所 


定义 的 点 z+ 的 定位 向 量 O(z 十 态 恰 等 于 05 + 0y, 而 且 所 定义 的 点 xz 的 
定位 向 量 O(xz) 恰 等 于 XOz; 这 就 是 讼 , 通过 定位 向 量 就 得 到 两 点 的 和 2 十 y 


与 点 乘 实 数 的 积 xx. 
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例 3 在 欧 几 里 得 空间 E" 中 引进 这 两 种 代数 运算 后 ， 能 简便 地 证 明 jw" 
满足 第 三 条 庶 量 公理 :三 角形 不 等 式 A(x, 2) <d(4, yy) 二 CC， 2). 

首先 ,在 ” 蕉 的 B" 中 引进 通常 解析 几何 教程 中 的 内 积 的 概念 ,把 

AZ Y) -> Ti 

叶 作 EB" 中 的 点 z 与 y 的 内 积 . 上 容易 看 出 内 积 有 下 列 四 个 性 质 : 

1° 《zc, 2) 之 0, 而 且 (z, x) =0 当 而 且 只 当 z=0; 

2° (rT, Y) = (Y, 273 

3° (7, Y) 一 和 人 Z，27 3 

4° 《zz 十 2 2 一 2 2 十 《2 Y), 
还 有 ,从 4 的 定义 ,有 

dx, y)= Lr—Yy, tT—y 2, 

其 次 ， 俘 % 一 2 一 四 2 一 y 一 %; 因而 4+2? 二 + 一 ?3， 所 以 我 们 求证 的 三 角形 

不 等 式 等 价 于 下 列 不 等 式 : 
L4uwe 十 V， +o 2 Cu, W112+ 2, v2, 
根据 内 积 的 后 三 个 性 质 , 有 
MEV, 2 十 2 一 《WU 十 2 2) LV, 0); 

月 根据 内 积 的 第 一 个 性 质 , 我 们 可 取 上 逃 不 等 式 的 两 端的 李 方 ,得 到 

CU, 4 2, 9) + OD, 07 (UL 2 十 2[LCU，WUD IY2L Ov, 9) V2+ (v2, 9). 
所 以 我 们 求证 的 三 角形 不 等 式 又 等 价 于 下 询 Sehwarz 不 等 式 : 

(WU, V2 UM, WV, V). 

最 后 , 我 们 来 证 明 Sehwarz 不 等 式 , 以 完成 我 们 的 十 明 ， 游 虑 入 的 二 次 

式 


CU, WO A+ OA VAT CV 9). 
它 就 是 十 2， XW 十 )， 而 且 之 0, 因为 内 积 的 四 个 性 质 ， 所 以 它 的 利 别 式 
《2 ww) 4D) 人 7 一 《 世 ) v)2>0; 
这 就 是 Sehwarz 不 等 式 ，] 


具有 这 两 种 代数 运算 的 欧 儿 里 得 空间 五 叫 作 粳 性 的 欧 几 里 
得 空间 , 仍旧 记 作 B"， 此 后 记号 B" 指 的 总 是 禾 性 的 、% 灯 的 欧 几 


电 得 空间 ,而 且 也 把 入 性 的 欧 几 里 得 空间 简称 为 欧 几 里 得 空间 . 
线性 的 欧 儿 里 得 空间 B" 的 点 , 在 这 两 种 代数 运算 下 ,也 形成 
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一 个 (本 附录 开始 时 所 定义 的 ) 米 性 空间 ,我 们 把 它 记 作 .上 "的 
每 一 个 炎 性 子 宏 间 7(0<g<n) 都 必定 包含 ?的 老 元 秦 0 (也 是 
B" 的 原点 ) 但 在 和 肝 论 如 "时 , B" 中 的 子 集 ZL" 并 不 占有 特殊 的 地 
位 ;实际 上 , B" 的 子 集 
4 十 7 一 {co- 上 zlzEZI 
与 占有 同等 的 地 位 , 这 里 中 是 所 的 任 一 点 . 我 们 把 的 每 
一 个 于 集 2 十 都 叫 作 一 个 9 和 难 的 超 平面 , 记 作 (eo”, 7). 当 
da=0, 1, 2 或 % 时 , Bx(e?”, LL9) 自然 分 别 是 如 "中 的 点 , 达 米 ,平面 
或 有 自身. 下面 的 命题 是 明显 的 、 
1 命题 ”如果 &, 5EEB"*, 则 

Ea(b, LY) = Br(@, Io), Bb—o EL, 

Ea(b, LY) Mn Bakao，7o) = 省 ， 当 0 一 ooETo. ] 

本 命题 的 第 一 个 车 论 的 一 个 特 丈 情形 是 ecEL，p=0; 即 
Be 0) 一 再 (0O，7Z0) ， 当 goE 2. 这 时 候 4 一 ad 十 2 是 通过 原 
点 O 的 一 个 超 平 面 。 第 二 个 和 烙 论 中 的 两 个 超 平 面 吐 作 平行 的 超 平 
面 . 

现在 我 们 来 葵 出 9 稚 的 超 平 面 x(a”, 79) 的 参数 方程 . 取 定 
刀 的 一 个 基 e,， @，…, el; 然 后 5 的 任 一 元 素 是 这 些 基 元 素 的 唯 
一 的 一 个 线性 租 合 ,因而 五 (ec ，22) 的 任 一 点 和 有 唯一 的 表示 

ZT 一 Q? 十 AE 十 se? 十 … 十 入 ve? ， (2) 
吓 作 如 (of ,2) 的 对 于 这 个 基 的 参数 方程 ,以 g 个 有 次 序 的 实数 
和 Al, 和 9，"…*， Na 为 参数 .我 们 把 {a ; el 63，…, e 中 是 作 Br(a?, 9) 
中 的 一 个 妊 角 坐标 系 或 仿 射 坐标 系 ，(Xi，Xa，…，AXo) 时 作 点 了 在 
这 坐标 柔 中 的 妊 角 坐标 或 仿 射 坐 标 . 这 里 的 9 可 以 是 mw; 9" 
时 ,天 一 Be 1") 一 B"*(0, 四 ) 中 可 以 有 上 坐标 条 {@?; eb ee?,…, e”} 
与 {0; e?, 6*,…, 6"}. | 

各 果 命 (图 1) 
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人 Eo(a®, L°) : Co oa! E! (a°, Li) ; ， Eb? (a, I7) 


了 


0 O el FA 
1 
artei=a, d=1,2,.……,9, (3) 
则 式 (2) 是 


X= 二 和 G0) 十 和 aa 一 co) ++ A (0 oo). (2") 
点 @! 当然 都 属于 鱼 (29, 9). 当 n 二 8,9=2 时 , 式 (2) 或 式 (2') 就 
是 通常 解析 几何 教程 中 的 一 点 ?与 两 个 不 共 米 的 向 量 el 一 a 一 a， 
= 一 0? 所 决定 的 平面 的 参数 方程 . 
在 式 (2') 中 , 9 十 1 个 点 中 , 1, …, 9 的 地 位 是 不 对 称 的 ; 这 
是 由 于 @, 而 非 其 他 的 点 ,是 (we , 5”) 中 妊 角 坐标 柔 的 原点 . 为 
着 克服 这 个 缺点 ,我们 引进 
Mo 一 工 一 (az 十 和 3 十 … 十 Xa) 
因而 式 (2) 等 价 于 下 列 两 个 对 称 的 式 子 : 


4 一 和 0oC0 十 和 1CL 十 十 人 ga， (4) 
入 0 十 入 i 十 … 十 Ac 一 工 。 (5) 
以 上 的 糙 果 可 总 车 为 下 面 的 命题 : 


2 命题 如果 {e, 62,…,e 中 是 14 的 一 个 基 , 而 且 wii=c0 十 ei， 
则 B* 中 的 超 下 面 Bx《a®, I?) 有 参数 方程 (2) 或 (2') ,或 对 称 的 参数 
方程 (4) 与 (5). ]】 
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3. 最 广 点 组 


式 (4) 与 (9 具有 对 称 的 形式 ， 在 代数 拓扑 中 有 重要 的 作出. 
因此 , 我们 引进 下 面 的 定义 , 以 便于 讨论 @ go 吧 这 种 点 得 如 
何 决 定 一 个 9 和 维 的 赵 和 下面 (定理 4). 

VI, wl, VI, + WA (6) 
是 本 的 点 ,0<Ism 在 9=0 时, 式 (6) 中 只 一 个 点 2, 我 们 说 它 
占有 最 广 位 置 . 在 9>0 时, 如果 
: 对 一 和 9，02 一 20， .02 一 20 (7) 
线性 无 关 ,我 们 就 部 式 (6) 中 这 程 点 占有 节 广 位 置 . 占有 最 广 位 置 
的 点 租 也 简称 为 最 广 点 组 . 

例 & 式 (2 或 (4) 中 的 点 组 wo, a1，…, ad 最 广 ， 最 广 的 点 组 不 必然 性 
无 关 ; 例 如 到 中 的 雾 元 素 与 芭 个 茹 元 素 0 1 e， 6 组 成 最 广 的 点 租 ,但 
非 线 性 无 关 的 点 组 .但 线性 无关 的 点 租 

20 Yi, Ye YY 
必 最 广 ， 事实 上 , 因为 这 答 定 的 点 钥 线 性 无 关 , 点 组 一) 咏 一 下 ，…'， 
一 必 也 线性 无 关 , 于 是 给 定 的 点 组 最 三. 

定义 3 中 的 点 和 组 (6) 是 否 最 广 ,还 与 (6) 中 的 欢 序 无 二 ;这 是 下 
面 售 题 中 的 第 二 个 和 结论. 

4 命题 ”线性 欧 几 里 得 空间 如 " 中 点 租 (6) 最 广 [在 >0 时 ， 
即 BE? 中 点 租 (7) 迷 性 无 关 ] 的 一 个 充 要 条 件 是 : 方程 (其 中 系数 入 ， 
是 实数 ) 


和 Xoce 十 和 az 十 … 十 和 oo 一 0， (8) 
和 0 十 和 十 … 十 Na=0 (9) 

获 尊 z 
NW =A1—=…— 和 A —0. (10) 


因而 点 组 (6) 是 否 最 广 , 与 租 中 庄 点 的 次 序 无 干 . 再 者 , 最 广 点 粗 


和 
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的 任 一 子 租 也 最 广 . 

栈 明 在 9=0 时 ,条 件 总 是 成 立 的 ;而 另 一 方面 ,一 个 点 总 
是 最 广 的 ， 所 以 这 时 候 的 命题 砚 立 . 

现在 设 9>0、 联 立方 程 (8) 与 (9) 等 价 于 下 面 两 个 联 立方 程 

和 (0 一 C0) 十 (22 一 9) 十 十 和 (2 一 20) 一 0， (8" 

A0 二 一 (和 1 十 Ag 十 … 十 和 Ag)， (9 
所 以 命题 中 的 条 件 等 价 于 : 式 (8) 与 (9") 若 涵 式 (10)， 先 证 必要 
性 ， 因为 点 组 (6) 最 广 ， 即 点 各 (7) 秋 性 无 关 ， 所 以 式 (8 ) 藉 沁 
入 一 和 一 … 一 ho 一 0, 以 及 式 (9") 基 涵 和 =0; 于 是 式 (8') 与 (9') 若 涵 
式 (10) ， 其 次 话 充 分 性 . 因为 式 (8') 与 (9') 蕴涵 式 (10) ， 所 以 式 
(8) 藉 涵 为 = 和 hs 一 … 一 一 0; 于 是 点 租 (7) 条 性 无 关 ， 即 点 租 (6) 
最 广 . z 

从 已 证 明 的 部 分 立 列 有 命题 的 第 二 个 结论 ]】 

5 定理 ”如果 ca, al, …, ez 是 B" 中 的 最 广 的 点 得, 则 在 EB” 
中 只 有 唯一 的 一 个 包 售 这 些 点 的 最 低 维 的 超 焉 面 ; 它 是 9 稚 的 , 它 
的 参数 方程 是 式 (2') ,或 式 (4) 与 (5) . 这 超 平面 听 作 由 这 得点 所 强 
成 的 起 生 面 . 

三 明 首先 , 命 e 一 a' 一 9, j 一 1, 2, …, g. 灯 性 无 关 的 61， 
e …) 6 是 一 个 g 维 的 线性 子 空间 Ze 的 一 个 基 , 因而 9 维 的 超 平 
面 吾 "(c"，Z7) 包含 这 个 最 广 点 租 . 

其 次 ,发 刀 蕉 的 超 平 而 B?(5, L?) 包含 这 个 最 广 点 租 . 因 
为 29 EE?(5, Lr)， 即 5 一 eo ET?, 所 以 根据 命题 1 8?(5b, LL?) 
一 EB?(a*, L?)， 再 沿 , &' 一 2” ED? j=1,2,.…, 9; 因而 LICL?. 
所 以 如 果 如?(6, L?) 是 包含 这 个 最 广 点 租 的 最 低 稚 的 超 平面 ， 划 
2 一 0, 而 且 [9 一 La; 于 是 

(2 和，72) = Er?(a, L?)= Er(a, Lo). 
最 后 , Br(a", 5") 的 参数 方程 是 式 (2') , 或 式 (4) 与 (5). 】 
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此 后 ， 我 们 把 定理 中 的 这 个 9 条 超 奎 面 记 作 Br(4*，@!，….， 
a7); 和 而且 根 据 命题 4 中 的 第 二 个 精 论 , 这 记号 不 依赖 于 点 a0，ct， 
“…, 9 的 次 序 . 

为 着 跟 通 常 解析 几何 教程 中 一 样 , 我 们 再 旋 明 下 面 的 命题 , 用 点 租 (6) 的 
在 Er 中 的 八 角 坐标 葵 出 点 组 (6) 最 广 的 一 个 充 要 条 件 ， 用 王者 示 王 中 的 


点 组 (6), 9<n， 避 (1) 是 到 的 一 个 基 , 而 且 在 妊 角 坐标 系 {aoi et ez …， en} 
中 点 zi 的 坐标 是 (2 , 三;,…, 垃 ), 即 有 对 中 的 点 


ri=—a0+ mielt melt. vier, $=0,1,..., g. (11) 
为 着 得 到 点 组 最 广 的 条 件 , 我 们 形式 地 引进 一 粗 数 
m=1, t=0,1,...,9, (12) 
因而 (11) 恋 成 
Dim a + rieli+ rse?t + mer, $=0,1,...,q. (11’) 
作 和 矩阵 
工 a an 


1 2 … 其 
我 们 存 平面 解析 几何 学 里 兰花 三 点 共 线 的 充 要 条 件 时 (这 时 候 n=2, 9 一 2)， 
届 昂 过 这 样 的 敌阵 . 
6 命题 五 " 中 点 组 区 = {t20，z1，…，24，9<” 最 广 的 一 个 充 要 条 件 
是 :矩阵 N(x) 的 秩 等 于 9g 十. 
证 明 线 洗 代数 中 一 条 定理 ” 褒 : 垂 阵 N(z) 的 秩 小 于 q+1 的 一 个 充 
要 条 件 是 : N (2z) 的 诗 行 同 量 (不 是 5* 中 的 向 量 !) 线性 相关 , 即 存 在 不 全 为 
守 的 实数 xoy 和 1，…， Xo 使 得 
MTs 十 和 107 十 … 十 和 aa 一 0， j=0,1,..,%. (13) 
所 以 我 们 现在 只 需要 改 证 ， 点 粗 X 非 最 广 的 一 个 充 要 条 件 是 : N(x) 的 秩 小 
于 4 十 工 
充分 性 . 发 2) 的 秩 小 于 4 十 1， 因 而 根据 这 条 代数 定理 有 式 (13); 特 
别 地 ,由 于 式 (12), 得 到 式 (9)， 再 用 和; 羔 (11), 把 这 样 得 到 的 方程 按 1 相 加 ， 


*) 张 不 瑞 , 郝 锯 新 ,高 等 代数 ,人 民 教 育 出 版 社 , 1964， 72 人 77 页 、 
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最 后 引用 式 (13) , 就 得 到 
和 ozZ0 十 和 JI21 十 … 十 和 v24 


一 (Xo 十 Xi 十 … 十 Xo)ap 十 p> (N03 + 和} 二" + 和 Nat)e! = 0, (14) 


即 式 (8). 因为 式 (13) 中 和 0, 入 1 …， \g 不 全 为 老 ， 故 式 (8) 与 (9) 不 茬 硕 式 
(10) , 郎 工 非 最 广 . 

必要 性 :. XX 非 最 广 , 朗 有 不 全 为 洁 的 实数 A0y 人 1) *™*y Ag 使 得 式 (8) 与 
(9) 成 并 ， 根 据 式 (12) 把 式 (9) 改 写 为 

和 oo0 十 和 2 十 … 十 和 0 培 一 人) 《9 ) 

朗 得 到 ;二 0 时 的 式 (13) . 用 式 (11) 中 的 zi 兰 太 式 (8) ,得 式 (14); 因 为 式 (9)， 
(9") 以 及 (了 DD 是 基 , 所 以 得 到 7>0 时 的 式 (13)。 于 是 根据 上 述 的 米 性 代数 定 
理 , (az) 的 秩 小 于 g++1. 和 


习 题 


1. 斌 证” 雁 的 楼 性 空间 L" 的 非 宏 子 集 工 是 了 的 一 个 线性 子 空 闻 ， 当 
而 且 只 当 志 满足 下 述 条 件 :如 果 z 与 yYEZ， 则 它们 的 每 一 个 线性 组 合 和》z 
十 WWEL, 这 里 的 和 与 4 是 实数 . 

2. 斌 证 线性 的 %* 稚 欧 几 里 得 空间 五" 的 非 空 子 集 P 呈 是 Er* 中 的 一 个 超 
平面 ， 当 而 且 只 当 卫 满足 下 壕 条 件 ; 如 果 % 与 9yEP, 朋 r+py EP, 对 于 任 
意 一 对 实数 与 x 使 得 +4=1. 

3. 训 4 是 Er 的 一 个 非 室 子 集 ， 就 证 Z* 中 包含 4 的 所 有 超 平 面 的 交 
集 P(4) 是 一 个 超 平面 ;因而 P(4) 是 包含 4 的 最 小 超 平 面 . 

4. 试 甘 ; 如 果 习 题 3 中 的 4= {20) 思 22 是 一 个 有 限 点 集 ， 划 超 
平面 局 (4) 的 任 一 点 是 

2 一 和 oo0 十 ZL 十 … 十 和 g29》 
和 Xo 十 和 4 十 … 十 Xo 一 二 。 
这 时 候 超 平面 P(4) 的 蕉 教 等 于 9 的 充 要 条 件 是 什么 ? 
”如 果 4 是 无 穷 的 反 集 , 了 (4) 的 点 如 何 表 示 ? . 


附录 B 交 换 群 


读 第 三 章 382~6 时 ， 沉 要 本 附录 8$ 1~4， 而 读 第 四 章 $7 
时 , 需要 本 附录 $ 5， 


1. 一 般 概 念 


我 们 假设 读者 知道 下 述 概念 :抽象 群 , 子 群 ， 群 的 一 个 元 素 的 
阶 , 交换 群 或 Abel 群 ”. 
本 前 录 只 限于 讨论 交换 群 ,因此 , 群 的 运算 用 加 号 “十 ”表示 ， 
群 的 单位 元 用 “0” 表示 , 叫做 群 的 零 元 ; 群 元 z 的 道 元 用 “一 x” 表 
示 ; 群 元 2 的 m (整数 ) 次 寡 用 “zz 表示. 
如 果 把 线性 空间 定义 (附录 A) 中 用 实数 乘 改 为 用 整数 乘 , 我 
们 得 到 的 碾 是 交换 群 . 
| 我 们 号 出 下 面 的 命题 . 
1 命题 ( 子 群 的 特征 )” 设 G 是 一 个 群 ,而 且 五 是 G 的 一 
人 s 子 集 ， 玉 是 G 的 一 个 子 群 , 当 而 且 只 当 瑟 满足 . 
1° wv, yE HISr++YEH,; 
2° wE H=—>—wEH. 
例 4 寺 .1 群 8 的 子 群 的 例子 (读者 自己 证 明 ). 
1i)》 讽 和 是 任 一 整数 .to2zZ126E G 是 一 个 子 群 ,用 mG 表示 . 
ii) 设 妈 是 任 一 整数 . G 的 所 有 的 元 素 xX， 具 有 性 质 mz=0 的， 用 
{21z EG; HZ 一 外 表示 .它们 组 成 一 个 子 群 ,也 简单 地 用 ,.G 表示 . 
ii 设 妃 是 G 的 一 个 子 群 . G 的 一 个 元 素 xz, 可 能 具有 下 述 性 质 : 存在 


“” 张 禾 瑞 、 郑 号 新 , 高 等 代数 ,人 民 教 育 出 版 社 ， 1964, 157~170 页 ; 或 北大 数学 
力学 系 , 高 等 代 效 讲义 ,高 等 教育 出 版 社 , 1965， 349~375 页 ， 
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一 个 整数 m 二 0, 使 得 mz€ 互 ，G 的 .具有 这 性 质 的 元 来 合体 粗 成 一 个 子 群 ， 
用 豆 玫 示 , 岂 作 二 在 G 中 的 除 闭 包 显然 Hc. 

iv) & 的 所 有 有 限 阶 的 元 素 租 成 一 个 子 群 , 叫 作 G 的 捷 (torsiou) 子 群 . 

v) 如 果 五 是 G 的 一 个 子 群 ,而 且 瓦 = 豆 〈 开 在 8 中 的 除开 包 )， 则 
叶 作 G 的 一 个 除 阴 子 群 。G 的 搁 子 群 是 G 的 一 个 除开 子 群 . 

设 五 是 群 G 的 一 个 子 群 ， 如果 G 的 两 个 元 素 x, y 使 得 

Z 一 %E 已 ， 
我 们 就 瑶 它 们 模 妃 等 价 , 用 

z=% 模 也) 
表示 . 模 五 等 价 这 个 关系 具有 反 身 性 、 对 称 性 与 传递 性 .因而 根据 
这 个 关系 , G 的 所 有 的 元 素 可 以 用 下 述 方式 分 成 著 干 个 互 不 相交 
的 子 集 : G 的 两 个 元 素 2 与 属于 同一 个 子 集 会 2 与 Y 模 总 等 
价 ， 这 种 子 集 叫 作 群 G 中 的 模 太 等 价 类 ， 通 常 在 群 花 中 也 时 作 
及 在 G 中 的 陪 集 、 子 群 是 这 样 的 一 个 等 价 类 . 

1.2 定义 发 已 是 群 G 的 一 个 子 群 , 用 全 表示 包含 G 的 元 
素 2 的 模 五 等 价 类 . 考虑 所 有 的 模 豆 等 价 类 所 和 组成 新 集合 
{izEG}， 芽 且 定义 这 集合 的 两 个 元 素 坟 , yy 间 的 加 法 运算 如 
下 : 

r+ = (t+Yy)". (1) 
. 这 样 就 得 到 一 个 群 ,用 G8/ 玉 表示 ,叫做 群 8 对 于 子 群 且 的 商 群 . 
我 们 时 常 把 ZX EQ 叫做 ww* EG/H 的 一 个 代表 ,也 时 常用 记号 Zz Ex 
容易 验证 本 定义 的 合理 性 如 下 . 首先 ， 如果 42, 2X1Ew*,Y， 
yi1EV*， 则 (十 0 一 (oa 十 扩 ) ;部 宙 ( 人 (所 定义 的 他 十 久 是 唯一 
的 ,不 依 屯 于 在 玫 , y* 中 所 选择 的 代表 zx, y， 其 次 ,这 集合 中 的 元 
案 在 这 里 定义 的 加 法 运算 下 满足 群 的 公理 ， 
注意 , G/H 是 交换 群 ; 捍 且 等 价 类 五 作为 商 群 的 一 元 时 , 是 
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商 群 的 堆 元 . 

例 夺 .2 商 群 G/ 五 的 例子 . 

1) 瑟 =0 时 , 朗 及 只 是 一 个 办 元 时 , G/H 就 是 G. 

ii) 说 是 任 一 整数 ， 用 Gm 表示 商 群 G/ (mG)， 因 而 y=G, G1=0.， 
特别 在 G 就 是 整数 加 群 J 时 ,J 的 模 mJ 等 价 类 就 是 初等 数论 中 的 模 x 同 
余 类 .而且 运 算 z*+y* 就 是 初等 数论 中 模 m 同 余 类 的 加 法 运算 ， 故 J 是 
模 m 同 余 类 群 . 

1.3 定义 ”如 果 f: G 一 0' 是 从 群 G 到 群 G 的 一 个 映射 ( 群 
的 映射 永远 指 单 值 对 应 ) ,并 且 , 对 于 G 的 任 二 元 素 %, y， 

zz 二 0) 一 太 2) 十 Fo ， (2) 
则 了 时 作 从 G 到 人 的 一 个 同 态 有 映射 或 同 态 ， 
在 (2) 中 命 y=0, 则 得 到 


f(0) =0; (27) 
命 Z 十 9 一 0， 则 得 到 
f(—2) = —f(%). (2") 
由 此 推出 : 对 于 任 一 整数 m， 
f (mz) —mf (2). (2""") 


我 们 说 同 态 /是 一 个 六 性 映射 ， 指 的 就 是 同 态 具有 人 性 质 (2) 与 
(2""). 

从 方程 (2) 和 (2"), 连同 命题 工 .1 中 于 和 群 的 性 质 1° 与 2*, 就 
得 到 : 

设 f: 群 9 一 群 0' 是 一 个 同 态 . 如是 99 的 一 个 子 群 坟 f (有 H) 
是 G' 的 一 个 子 群 ; 巡 是 9 的 一 个 子 群 沪 1(H') 是 GG 的 一 个 
子 群 . 

特别 有 : f(G) 是 G9' 的 一 个 子 群 , 吓 作 同 态 f 的 象 群 , 用 “Jf 
象 ” 表示; 广 :(0) 是 G 的 一 个 子 群 , 叫 作 同 态 f 的 核 , 用 “f 核 表 
示 . 
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设 f:G 一 HY 是 同 态 ， 如 果 7F(G) = 则 二 叫 作 满 同 态 
(epimorphism 或 surjeotive);i 如 果 广 :(0) =0， 出 了 叫 作 单一 同 
态 (monomorphism 或 injective)， 容易 验证 f 是 单一 同 态 , 当 而 

且 只 当 对 于 2 yEG, zy 地 fC2) 天 f(y)， 如 果 f(G) =0, 则 上 
叫 作 零 同 态 . 
如 果 两 个 同 态 f :GG', 了 7:G" 一 G" 使 得 了 象 = 广 核 , 则 我 们 说 : 图 表 


cr 二 er 


有 恰当 性 ， 因 此 是 满 同 态 或 单 -- 同 态 , 即 图 表 
7 7 


G 一 一 人 G 一 >0 或 “0 一 一 G 一 一 > 人 
有 恰当 性 , 这 里 未 用 字母 标明 的 同 态 是 零 同 态 . 
例 芋 3 同 态 的 例子 . 
i) 设 互 是 群 G 的 一 个 子 群 ， 定义 映射 i 一 G 如 下 : i《2) 二 x, 对 于 
TIE. ;显然 是 一 个 单一 同 态 , 是 作 和 包含 同 态 . 
i) 设 豆 是 G 的 一 个 子 群 . 定义 映射 世 G->G/ 互 如 下 : 42) 一 2 对 
于 ZEG. 易 证 上 是 一 个 满 同 态 , 叫 作 群 G 到 商 群 G/ 互 的 自然 司 态 . 


1.4 定理 (诱导 出 的 同 态 ) 设 三 : 群 G> 群 9 是 一 个 同 态 ， 
并 且 恕 和 五 分 别 是 G 和 8G 的 各 一 个 子 群 ,使 得 f( 瑟 ) 己 H'.， 对 
于 EG/ 昌 , 定义 
f (2") =(f (9))", (3) 
这 里 (f(z))*EG'/H'， 则 了 : G/ 旦 >0'/H' 是 一 个 同 态 . 了 叫 作 
由 了 所 诱导 出 的 同 态 . 
证 明 首先 , 了 是 单 值 映 射 . 事实 上 ， 如 果 xz, wi: Ew*， 即 
zw 一 CH, 则 从 (2) 和 (C2") 得 f(z%) 一 f(z1) EE 五 '， 即 
(f oO) 六 一 (Fo 六 
其 次 , 从 了 的 同 态 性 质 (2) 与 商 群 的 加 法 运算 , 就 推出 有 同 态 性 
质 (2). 目 
1.5 推论 在 命题 1.4 的 假设 下 ， 青 设 i G->G, 已 ， 1 
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G' ->G'/H' 孝 是 自然 同 态 ， 则 下 面 的 图 天 有 交换 性 : 
GA se 
‘| 2 ei; 
G/FH -> G'/H! 
即 1 二 并 .而 目 , 如 果 f 是 满 司 态 , 则 了 也 是 满 同 态 . (复习 题 .) 】 

1.6 定义 ”如 果 同 态 f: 群 G 一 群 G', 把 G 一 一 地 映 满 0， 
则 f 趾 作 一 个 同 构 映 射 或 同 构 。 显然 了 是 同 构 , 当 而 且 内 当 了 同 
时 是 满 同 态 与 单一 同 态 ， 

1.7 引 理 设 f: 群 G-> 群 G', 了 f': 群 G'> 群 G 都 是 同 态 ,而 
且 具 有 性 质 : ff= 恒 同 , 即 f(zw) 一 z, 对 于 任 一 元 素 zEG， 则 7/ 
是 单一 同 态 ,而 且 户 是 满 同 态 . 

证 明 首先 ,发 zEG 使 得 Fo) ==0; 故 户 Fo) 一 0. 从 假设 
的 性 质 得 知 , x 一 0, 部 f 是 单一 同 态 其次, 褒 z 是 GG 的 任 一 元 
素 . 命 J(z) =z 则 户 F(e) = 了 '(w') .从 所 假设 的 性 质 , w= 了 '(w')， 
朗 疡 是 满 问 态 . 】 

从 这 条 引 理 , 立 列 得 到 

1.8 定理 外 三 群 G 一 和 群 G, 户 :G 一 G 都 是 同 态 , 而且 具 
有 下 列 两 个 性 质 : ff 一 恒 同 , ff'= 恒 同 . 则 和 f' 是 互 道 的 同 
构 . 】 

1.9 定理 (一 般 的 同 构 定 理 ) 发 方 群 G-> 群 G' 是 一 个 满 同 
态 ， 设 玖 ' 是 G' 的 一 个 子 群 ,而且 命 及 = 了-1(H')， 及 因而 是 G 
的 一 个 子 群 。 则 由 了 所 艺 导 出 的 同 态 f: G/ 且 >G'/H' 是 一 个 同 
构 . 

证 明 因为 /是 满 司 访 一 / 是 满 同 态 , 故 待 话 的 只 是 了 
也 是 单一 同 态 ， 事实 上 , 设 w*EG/ 吾 ,使 得 jw*) =0. 因为 商 
群 GYH' 的 堆 元 外 当 于 子 群 巨 '， 从 方程 (3) 得 je) EH'; 因而 
Ef1(H')=H,Br=0.] 
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取 定 理 1.9 中 的 已 '=0 | 有 时 ,并 刻 得 到 : 

1.10 定理 (特殊 的 问 构 定理 ) 如 果 户 群 G-> 群 人 是 一 个 
满 同 态 , 则 由 了 所 艺 导 出 的 同 态 广 G/ (f 核 )->0' 是 同 构 、]】 

如 果 人 存在 一 个 同 构 F: 群 G-> 群 GY', 则 显然 广 1 G 一 G 也 是 
一 个 同 构 . 这 使 我 们 能 建立 : 

1.11 定义 ”如 果 存 在 一 个 同 构 , 把 两 个 群 G 和 G 中 的 一 个 
映 成 另 一 个 , 旭 我 们 说 这 两 个 群 互相 同 构 或 同 构 , 用 记号 GG' 或 

之 他 表示 . 

从 这 条 定义 可 知 ,在 证 明 两 个 群 同 构 时 ,必须 找 出 它们 之 问 的 
一 个 同 构 映射 以 上 的 三 条 定理 的 证 明 都 是 如 此 的 . 定理 1.10 
特别 常常 引用 . 

尹 间 的 同 构 这 个 关系 具 肯 对称 性 ; 显然 还 有 反 身 性 和 传递 忻 . 
因而 , 衫 据 这 个 关系 , 所 有 的 群 可 以 分 成 若干 同 构 类 ; 我 们 把 同一 
个 同 构 类 中 的 群 看 作 具 有 相同 的 “结构 ”, 从 抽象 群 的 观点 说 , 同 构 
的 群 可 以 看 作 没 有 区 别 . 故我 们 的 主要 问题 是 比较 群 的 精 构 ,与 
如 何 从 “ 竺 构 简 单 ”的 群 去 研究 “ 精 构 复杂 ”的 群 ; 而 主要 的 工具 是 
司 术 映 丑 和 同 构 上 映射 。 关 于 后 一 个 国 题 ， 我 们 将 引进 直 和 .、 秩 、 生 
成 元 、 基 等 概念 ,然后 解决 自由 群 与 有 限 生成 的 群 的 结构 问题 ， 关 
于 前 一 个 问题 ,我 们 还 在 这 里 指出 有 关 定 理 1.10 的 一 个 命题 : 

1.12 命题 群 G' 是 群 G 的 一 个 同 态 象 [部 存 在 一 个 同 态 广 : 
G->G' 使 得 G' 一 f(G)], 当 而 且 只 当 存 在 G 的 一 个 子 群 五 , 使 得 
G/ 吾 一 @f. 

证 明 必要 性 已 在 定理 1.10 中 话 明 了 . 充分 性 的 诈 明 用 
例 1.3 中 的 这 .了 


习 题 
1. 斌 证 : 如 果 群 6 的 每 一 非 震 元 素 的 阶 都 等 于 同一 个 素数 7( 之 2)， 则 
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G 的 任 -一 子 群 五 与 商 群 G/H 的 每 一 非 雳 元 素 的 阶 也 都 等 于 也 ， 

2. 就 证 : 五 是 G 的 一 个 除开 子 群 (定义 见 例 I.1 中 的 v)), 当 而 且 只 当 
商 群 G/ 五 的 每 一 非 零 元 素 的 阶 都 是 ~. 

3. 就 证 : 两 个 同 态 的 积 是 一 个 同 态 ,两 个 同 构 的 积 是 一 个 同 构 , 

4. 设 群 HiCCGi, 1=1, 2, 3. 设 记 : G1 一 Gs，Jo: Go 一 G3 是 同 仿 , 使 得 
1(HD)C Hs, fa( 了 Hz) CC Hs; 因而 诱导 出 同 态 f1: Gx/ Hi1->G2/ 有,， f2: G»/ Ha 
一 Gs/ 是 ;， 试 证: 如 果 fof1 二 0, 则 fof1=0. 

5. 就 证 下 面 的 三 个 群 都 同 构 : 

nTm)y Tm)ny m,n). 
这 里 的 mr 是 下 整数 ,2 是 非 负 整数 ; mG 的 定义 网 例 1.1 i); yw 的 定义 见 例 
1.2 二 ); 《m,n ) 心 示 整 数 m 与 % 的 最 大 公 因 子 . 


2. 直 和 . 秩 


2.1 定义 设 群 态 ;CC 群 G，i 一 1, 2,，…,%。、 如 宁 G 的 每 
一 元 素 2 可 以 用 下 烈 三 式 唯一 地 表 出 : 
vw—yityat Ty, YEH, 
则 说 GQ 是 五, 的 直 和 ,或 G 分 解 为 鼠 ; 的 直 和 ,用 下 列 记 号 表示 : 
G—Hit+Hs+…+H,. 
我 们 把 卫 ; 叫 作 G 的 直 加 项 . 
通过 G 的 分 解 为 五 ; 的 直 和 ， 就 可 以 把 9 的 结构 的 研究 归 精 
为 豆 ; 的 夭 构 的 研究 ;如 末 能 够 把 G# 分 解 为 最 可 能 简单 的 直 加 项 的 
直 和 , G 的 车 构 的 研究 就 化 简 了 .， 直 和 概念 的 主要 功用 就 在 此 . 
在 直 和 和 的 定义 2.1 中 , 我 们 设 五 ,CG.， 更 在 我 们 要 给 出 让 各 
的 另 一 个 看 法 . 设 囊 ; 是 任意 的 群 ， ;一 1, 2, …, mn. 我 们 能 从 忌 ， 
作出 一 个 新 群 G? 如 下 。， Ge 的 元 来 集合 是 {人 (yi, ya, ,Yn) |yi€ 
互 ;}, 其 中 的 加 法 运算 用 下 述 方式 定义 : 
(yi Ya 十 (0 
= (yity, Yet ya Yn Yn). 
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容易 验证 ,这样 的 G? 是 一 个 群 .Go 中 的 子 集 {(0, …, 0, yj. 0. 
0) ET 组 成 G 的 一 个 子 群 及 9, 1? 同 构 于 了 Hi;, 而 且 按 照 
定义 2.1, 显然 有 

=HiI+ H+t+…+Hi. 
不 仅 如 此 ,而且 有 下 列 事 实 :如 果 G 是 及 ;的 志和 各 ( 按 定义 2.1), 则 
对 应 
《ga Yas Yi) YI YT 

是 内 G 到 GG 的 同 构 : G" 完 9, 并 且 在 这 同 构 下 HH? 守 全 :. (复习 
题 .) 因此 , 在 讨论 直 和 G 时 ,可 以 等 同 于? 与 五，G 与 G. 

例 2.1 发 群 4 的 集合 是 1(7x, 9) |7， y 实数 }, 其 中 的 加 法 运算 是 (2, 9) 
+(2 3 2) 一 (二 2 十 9)。 设 已 :是 子 群 {(z, 0) |2 实数 }, 如 是 子 群 1C0， 
|y 实数 ?7。 姑 人 名 == 且 1 十 豆 ， 这 个 例子 有 明显 的 几何 解释 . 

2.2 命题 设 Hi, 五 ,是 群 G 的 子 群 , 并 且 G 的 每 一 个 元 素 
2 至 少 有 一 个 如 下 的 表示 : 
t=yi+ys, Yi1EH1Y, ys€EH;. 
则 GG= 恕 1 十 如 2 售 H1NN 且 , 一 0 (G 的 需 元 ). 
证 明 必要 性 . 用 反 诈 法 ,发 Li 门 妃 :32X#0. 则 元 素 % 有 
洪 个 不 同 的 表示 : Yi 一 %, ys 一 0 和 人 咏 一 0,， ys 一 x; 这 与 假设 G=H! 
十 及 矛盾. 
充分 性 . 发 G 的 任 一 元 素 
2 一 久 十 一 史 十 加 ， Wi or EF. 
则 元 素 妇 一 一 yz2 一 ys EHiNn 且 ,就 是 震 元 素 ; 因而 纹 = 儿 ， 
ys 一 2， 邵 2 只 有 唯一 的 一 个 表示 , 浆 即 GH1+Hs. 
2.3 命题 如 果 G=Hi+ 有 fH, 则 G/Hi 守 Hs. 
全 明 定义 上 映射: G 一 已 如 下 : 
fT)—=Yys, SeytYys, YEH. 
上 映射 f 显然 是 满 同 态 ; 因为 2=yi 十 ys 这 个 表示 是 唯一 的 ， 了 的 核 
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恰 是 本 然后 从 定理 1.10 就 得 到 木 命题 . 
2.4 命题 训 群 G=Gi 十 Gz 十 … 十 GG, 而且 群 琴 CG. 命 
H=Hit Hst+…+H,. 
出 
G/HEG/ Hi+Gs/ Hst+:…+G/H,. 

三 明 群 G' 一 Gi 娘 1 十 Gy/ Hi 十 一 十 / 避 , 的 元 过 ww' 可 唯 
一 地 表示 为 21T 十 %2 十 … 十 Zn, Zi EGi/ 及 ;:， 焙 G 的 元 案 z 可 唯一 地 
表示 为 41 十 Xa 十 一 十 wy, ECG 对 于 和 给 定 的 了 一 Zi 十 Za 十 … 十 0 
根据 关系 wmEzEGYV ED 来 确定 2 一 01 十 22 十 十 和 全 人， vx 
显然 决定 一 个 满 同 访 f: G 一 G ,而 且 了 核 是 忌 . 根据 定理 工 .10， 
得 到 本 命题 的 结论 . ] 

2.5 命题 设 f: 群 G-> 群 G9 是 一 个 同 态 , 而 且 存在 一 个 同 
人 态 所 :G9'->G, 使 得 f== 恒 则 . (从 引 理 1.7, f 是 单一 同 仿 ,而 六 
是 满 同 态 ) 则 

G0' 一 f 象 十 扩 核 . 

证 明 设 z' 是 9 的 任 一 元 素 . 则 f(zw' 一 ff'(2)) = 了 (vw') 
一 了 (2) 一 0, 即 zx' 一 Jf'(2') EfF 核 。 但 ff'(w') Ef 巢 ， 故 如 果 命 
yi=ff' (7 ), yo=2 ff 7), w=yi+ys, Y1€Ef 象 , ys Ef' 核 . 

根据 命题 2.2, 现在 只 需要 证 明 . 象 站 核 一 0. 设 尽 GE 太 象 
站 fF' 核 ， 因 wx'EFf 象 ,存在 zEG 使 得 2' 一 f (zx); 又 因 xz'EF' 核 ， 
f'(w) 一 了 f(z) 一 0， 从 假设 f= 人 恒 同 , 得 知 z%=0; 然后 从 f 是 同 
人 态 , 得 知 2'=0. ]】 


2.6 定义 设 {zi} 是 群 G 的 一 租 元 素 ,$ 一 1,，2,…, 7， 如 果 
存在 一 组 不 全 为 需 的 整数 {At 使 得 
和 A121 十 和 aa 十 … 十 和 一 0(G 的 零 元 索 ) ， 
则 这 租 元 素 {z:} 叫 作 续 性 相关 ; 否则 时 作 和 线性 无 关 . (注意 : 这 里 
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用 整数 入 ,不 同 于 附录 A 中 用 实数 .) 如 果 G 中 含有 其 一 组 了 个 线 
性 无 关 元 素 {wm} , 但 对 于 G 的 什 一 元 素 z， {zz 击 杂 所 :相关 , 则 
这 一 般 {zi} 叫 作 G 的 一 个 最 大 线性 无 关 和 组 . 

2.7 命题 如 果 G 中 含有 两 个 最 大 远 性 无 关 租 下 一 tl 2， 
en} 与 了 = ya 则 men. 

三 明 假设 mn; 我 们 要 证 明 这 个 假设 将 引出 予 盾 . 首 
先 , 在 假设 下 ,不 会 每 一 个 Y 都 是 一 个 %, 因为 了 的 最 大 线性 无 天 
性 . 设 与 了 恰 有 个 公共 元 这 ,0 和 h<n; 不妨 起 

Ti Yi1, Co Ys, ,Cr Yr. 
然后 存在 不 全 为 雳 的 整数 4，01,，0。，…，0bm-x，C1，Ca，"…， Ck， 使 得 
CQox+i 一 Cl 十 Ca03 十 十 CE 二 DC 
二 borerat 十 Dm kTn; (1) 
其 中 特别 是 < 关 0, 而 且 4 不 全 为 需 . 

其 次 ,不 妨 设 (1) 中 的 0 关 0.， 我 们 要 遂 六 '= 1, Ya Yi， 
Yk+1, Tkr2, '*", Tm} 也 十 一 个 最 大 禾 性 无 关 租 . 事实 上 ， 如 果 存 在 
不 全 为 需 的 整数 a;, 使 得 

CH01 十 Goal3 十 … 十 CRz 十 GIVE 十 Cra0b+3 十 十 Cm0om 一 0， 
则 ex,a#0, 因为 六 线性 无 关 ， 然 后 由 (了 就 得 到 
(cei 十 GzriC1J01 十 … 十 (cap 十 Qprlck)0 十 CIOMOUAT 
十 (gqxraT Wxribe) TetaT 十 (Gam 二 TQxribm_r) Tm = 人 0, 
其 中 grr101 关 0， 这 与 六 的 线性 无 关 性 矛盾 ; 故 话 明了 从 是 线性 
无 关 香 . 

现在 设 2 是 G 的 任 一 元 素 , 根据 了 的 最 大 入 性 无 天性 ,存在 

不 全 为 需 的 整数 w%, di 使 得 
ad 十 人 0 十 十 at 十 or 十 十 dozm 一 0， 
其 中 dg:#0. 从 (1) 得 到 
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biQdw + (bd4 — Ggr01) Vit bidg— Qs 1Ck) Yr rr OY 1 
十 (biQ a— pti02) rsst + (Od — dribm-t) dm—= 0, 
其 中 b14 二 0. 这 就 证 明了 节 ' 的 最 大 线性 无 关 性 . 

最 后 ,在 假设 m>n 下 , 根据 上 述 的 禁 换 步 马 对 于 h(h 二 十 有 
<m) 作 归 策 法 ,得 到 一 个 最 大 黎 性 无 关 租 Yi, ys, …, Yn, Cnr1，…， 
pm; 这 与 1， Ya，… ,Yn 的 最 大 线性 无 关 性 矛盾 ,因而 mr 二 n。 同 理 
可 证 ww 之 m. 故 m 一 n. ]】 

根据 这 个 命题 ,我 们 建立 : 

2.8 定义 如 果 群 G 含 有 一 个 最 大 的 和 维 性 无 关 和 组 {21, X22,…， 
wr} ,7 是 自然 数 , 则 说 G 的 秩 是 7, 用 记号 p(G) 一 7 表示 . 如 果 无 
自然 数 7 具有 这 性 质 , 则 襄 G 的 秩 无 穷 , 用 记号 p(G) = ce 表示 . 

从 定义 ,， 同 构 的 群 的 秩 显 然 相 同 . 这 膏 明 了 秩 是 群 的 千 构 的 
一 个 特征 . 

例 2.2 群 的 秩 的 例子 . 

i) 如 果 G 的 每 一 元 素 的 阶 都 有 限 , 姑 2(@) 一 0. 

ii) 有 理 数 加 群 的 秩 是 1. 

iii) % 个 无 穷 循环 群 的 站 和 的 秩 是 ”%. 
iv) ww 个 无 穷 循 环 群 与 m 个 有 限 阶 的 循环 群 的 雷 和 的 秩 是 n. 
2.9 定理 ( 秩 的 可 加 性 ) ”如 果 下 是 群 G 的 一 个 子 群 , 则 
Pp(G) =p(H)+p(G/H). (2) 
钙 明 首先 证 z 
Pp(G)>p(H)+p(G/H). 
设 了 一 {yi ya Ys} 和 2 = 41 op， 2t} 分 别 是 如 和 GG/ 
的 各 一 个 线性 无 关 粗 (不 必 是 最 大 的 ) . 命 %EG 是 如 的 一 个 代表 . 
”我 们 要 证 明 {了 ,2}== 41 Ya pp Was，2，g2， 2 让 是 G 的 一 个 
矿 性 无 关 租 . 
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Qi 二 aoys 二 十 Qoys 十 0121 十 0222 十 十 D121 一 0， 
其 中 @, 5; 是 整数 . 过 渡 到 商 群 ( 朗 考 碟 此 式 荡 端的 元 素 属 于 侣 的 
箔 两 个 横 忌 等 价 类 ) , 屿 得 到 
D121 十 D322 十 … 十 Do 一 0. 
因为 4 钱 性 无 关 , 故 所 有 的 0 一 0; 因而 
0121 十 Cazlz 十 … 十 css 一 0. 

双 因 为 二 线性 无 关 , 故 所 有 的 % 一 0; 这 就 证 明了 {了 ,2} 线性 无 
天 ， 

因此 有 z 

p(G)>s++ (2") 

在 p(G) 和 p(G/ 如 ) 都 是 有 限 数 时 , 我 个 可 以 取 s=p(H)， 
i 一 p(G14T); 在 pG) 或 p(G/ 昌 ) 是 ce 时 ， 相应 地 ss 或 1 可 以 是 
任意 大 的 自然 数 ; 故 在 每 一 情形 下 ,从 (2') 得 到 (2) . 而 在 后 一 情形 
时 ,本 定理 已 证 完 . 

现在 设 pl 如) 和 p(G/ 吾 ) 都 是 有 限 数 ,并 且 设 了 和 2* 都 是 
好 大 的 禾 性 无 关 租 .我 们 要 证 明 {了 ,2} 也 是 一 个 最 大 的 多 性 无 
关 利 . 

事实 上 ,起 ZEG, 而 且 2 是 多 EG/ 已 的 一 个 代表 ,根据 的 
最 大 性 ,存在 不 全 为 需 的 整数 7y, c;, 使 得 

yw 十 ci21 十 Ca22 十 … 十 ci 一 0， 
其 中 特别 y 关 0 由 此 得 到 

?0 十 Ci21 十 Caza 十 … 十 ci2 一 VE 已 . 
根据 了 的 最 大 性 ,存在 不 全 为 堆 的 整数 6, di, 使 得 
y+ dy1+ dyst + dys=0, 
其 中 特别 6 二 0。. 从 上 面 两 个 方程 得 到 
dyi+ dey tAdys toyL+ c+ c= 0. 

因为 67 关 0, 所 以 {xz, 了 , 2Z} 名 性 相关 ， 故 位, 2Z} 是 一 个 最 大 
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的 覆 性 无 关 租 . 
现在 PNG) 一 s 十 ti, 而 sp (如 ), t=p(G/HH). 本 定理 证 完 


改 2 是 一 个 素数 , 而且 G 的 每 一 个 非 雳 元 素 的 阶 央 是 D。 在 
上 文 样 G 的 一 各 元素 {zi} 米 性 无 闫 的 定义 中 ， 如 果 把 “一 各 不 至 
为 震 的 整数 人} “ 改 为 一 租 不 公 三 0( 模 Pp) 的 贡 数 {A}”, 则 我 们 得 
到 {2 模 w 重 性 无 关 的 定义 .然后 把 从 命题 2.7 到 定理 2.9 的 计 
论 作 相应 改变 (我 们 不 详 壕 ), 就 能 定义 群 G 的 模 p 秩 ( 记 作 pp(G))， 
井 日 证 明 下 述 定 理 : 

2.10 定理 设 bp 是 一 个 素数 , G 的 每 一 非 需 元 素 的 阶 都 是 
Pp, 而 且 太 是 G 的 一 个 子 群 ， 则 

pp(G) =ps(H)+po(G/H). 1 


习 题 


1， 设 古 是 G 的 一 个 子 条 ,而 月 G6== 们 十 Go 十 … 二 Gn， 用 玉 人 1 Gi 表示 

有 与 G@ 的 子 帮 Gi 的 安 , 它 是 太 与 Gi 的 子 群 、 训 人 半 ; 如 果 
H= HNGD)+HNG) + + (HNG,), 
则 
Gy SOT RnGD) 十 GanGo) 寺 … 十 GEnGh)， 

试 举 G 与 站 的 例 , 胡 明了 不必 有 假 圾 中 的 直 和 分 解 . 

2 如果 则 仿 GG 与 三 :G 一 G” 使 得 广 是 同 构 ， 命 题 2.5 的 精 论 
是 否 成 73 

3， 设 月 同人 态 f: GG 使 得 ff 二 J， 斌 证 

G=f 象 +f 极 . 

4. 斌 应 用 (未知 | 数 的 ) 线性 方程 租 的 理论 , 证 明 命 题 2.7 的 一 个 等 价 命 
题 : 如 果 ta 和 Wn? 是 群 G 的 一 个 最 六 万 性 无 关 租 ， 则 G 的 任意 一 和 组 
名 十 工 个 元 素 1 0 ob 下 栈 性 相关 . 

3. 设 pPp 是 一 个 素数 ,而 且 如 是 nw 个 才 i 的 三 和 ， 襄 求 pp C9)， 
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6， 试 说 明 如 们 改变 命题 2.7 到 定理 2.9 的 证 明 , 来 得 到 定理 2.10 的 
证明 . 


3. 有 限 条 的 自由 群 


3.1 定义 设 广 是 交换 样 G 的 一 组 元 素 . 如 果 G 的 每 一 个 
元 素 2 他 少 有 一 个 如 下 的 表示 
和 一 人 4121 十 人 oa 十 十 入 mm ， (1) 
其 中 避 为 有 限 , 依赖 于 %,zi€ 广 ,A 和 是 整数 , 旧 立 就 时 作品 的 一 
ee 如 末 区 的 元 来 个 数 有 限 , 到 G 时 作 有 限 生成 的 群 : 如 
朱 得 年 收 元 又 是 编 性 无 关 的 , 则 入 时 作 G 的 一 个 菇 , 基 的 元 
ES 个 大 同人 G 的 维 数 ,而 有 量 G 吓 作 一 个 有 限 灼 的 自由 群 . 
本 节 只 娠 喻 有限 蕉 的 自由 寿 ， 而 有限 生成 的 群 划 留 待 下 一 节 
让 . 
容易 看 出 ,生成 元 租 、 基 、 有 限 生 成 的 寿 和 么 礁 自 由 群 都 是 在 
群 的 同 构 下 不 变 的 概念 . 还 容易 栓 谢 : 
3.1.1 命题 ” 样 G 的 一 个 有 限 了 于 集 上 = 一 {zi，27s，…，2 叶 是 
G 的 一 个 基 合 G 的 任 一 元 素 % 恰 有 一 个 表示 (1) ， 


村 
Bu ! 


例 3.1 生成 元 粗 、 基 与 自由 群 的 例子 . 
i) 任意 群 G 的 全 体 元 素 形 成 G 的 一 想 生 成 元 . 
ii) 只 有 一 个 生成 元 的 群 是 循环 群 。 一 稚 的 自由 群 是 雹 劣 循 环 群 , 也 叫 
作 自 由 循环 群 . 
证 ) mm 个 未 知 数 mi za 2 的 以 整数 为 系数 的 线性 齐 欢 式 形成 一 个 
2 稚 的 自由 和 群 ,以 这 和 个 未 知 数 为 一 个 基 . 
iv) 有 理 数 加 群 不 具有 有 限 生成 元 粗 , 因而 不 是 一 个 有 限 维 的 自 由 群 . 
v) 设 o4 和 zs 分 别 是 群 了 与 加 的 生成 元 ， 愉 = {zi Za} 是 十 和 J 了 十 Ja3 
的 一 钥 生成 元 ,但 不 证 J+vys 的 一 个 基 . 
从 定义 还 容易 葵 证 下 烈 命 题 ( 复 习题 ) : 
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3.1.2 命题 m (有 限 , 下 同 ) 稚 白 由 群 的 每 一 非 走 元 的 阶 无 
.] 
3.1.3 命题 m 准 自 由 样 的 秋 等 于 mm. 】 
3.1.4 命题 m 稚 自由 群 的 每 一 个 基 恰 包含 m 个 元 素 . 】 
3.1.5 命题 ”两 有 限 维 的 自由 群 同 构 傅 它 们 的 蕉 数 相等 . 了 


浴 


定义 3.1 说 明 的 是 , 任 一 群 G 的 一 租 元 达 在 什么 条 件 下 叫 作 
G 的 一 个 基 ， 更 在 我 们 只 考虑 以 耻 = {zi, %2,…， 0 时 为 一 个 基 的 
m 亲自 由 群 下 ; 并 且 要 讨论 也 的 一 租 % 个 元 末了 ={1, Va，…， 
ym} 成 为 了 的 一 个 基 的 充 要 条 件 . 根据 命题 3.1.1, 一 个 充 要 条 
件 当然 是 : 1) 了 的 每 一 个 元 素 2 部 有 一 个 焙 性 小 示 


z= 3 am, (2) 


这 里 的 a; 都 是 整数 , 而 且 2) 元 素 ”的 这 个 表示 (2) 是 唯一 的 . 现 
在 我 们 要 证 明 性 质 2) 是 性 质 1) 的 推论 . 考虑 另 一 个 叹 锥 自由 话 
ag 以 ZS= {2%1, Zo, ***, Zm} 为 基 . 而 和 且 利 用 自然 对 WW. VD. 好 一 > x 
于 2— a 定义 


f(z) 2 Qi (21) -之 A 


因而 得 到 一 个 同 态 f: "> 了 (这 同 态 有 :7'> 了 上 叫 作 % 在 F' 上 的 
线性 扩张 ) , 所 以 如 果 能 只 用 性 质 1) 证 明 f 是 辣 构 , 则 根据 基 是 在 
群 的 同 构 下 不 变 的 概念 ，Z 的 f 象 了 就 是 也 的 一 个 基 ; 因 而 性 质 
2) 是 性 质 1) 的 推 葵 . 

现在 用 性 质 1) 来 证 明 f 是 同 构 ， 根 据 性 质 1) ， 是 满 同 态 ; 
所 以 我 们 所 要 作 的 是 只 用 性 质 1) 来 证 核 是 需 . 设 2 EF', 使 得 
f(z') 一 0， 在 Fr' 中 任意 地 取 z, 使 得 有 (2) 一 zi, i 一 1, 2,…,，m， 
因为 F' 的 秩 是 m (命题 3.1.3) , {2', 对 这 光 十 1 个 元 素 米 性 相 
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关 , 因 而 存在 mr 十 1 不 全 为 千 的 整数 5, bi, 使 得 
bz 十 601 二 十 Dm2, 二 0. 
因为 了 是 同 态 , f(%') 二 0, 而 且 太 2) = 二 04, 所 以 有 
p01 十 Do 十 … 十 On2m 一 OO. 
因为 革 是 线性 无 关 租 ,有 81 一 6s 一 … 一 0m 一 0; 因而 22 一 0,，0 关 0. 
根据 命题 3.1.2, z=0. 这 就 是 我 们 要 证 明 的 . 
这 个 证 明了 的 事实 立 列 和 给 出 下 述 命 题 : 
3.2 命题 设 mw 稚 自由 群 玉 的 一 个 基 是 全 = {V1, X92,……', Cm}. 
不 的 一 租 mr 个 元 素 了 = 和 yy Ya，…, Ym} 是 五 的 一 个 基 , 当 而 且 
只 当 
pb ay 整数 ，5$ 一 1, 2，…，m. (3) 
证 明 到 分 性 是 刚才 证 明了 的 事实 的 推论 ,必要 人 性 显然 .】〗 
例 3.2 自由 群 G 的 基 的 例子 . 
i) 如 果 六 = {21; wa， 2 是 自由 群 卫 的 一 个 基 , 而 且 
yi1 = Aors WT, 
则 了 ={ 妇 ;8%2;…， Vm} 也 是 五 的 一 个 基 . 事实 上 ， 
NT1 一 3 一 Go 一 一 人 
Vi—=Yi, t=2,3,., Mm. 
ii 如 果 = {zi, x2} 是 自由 群 五 的 一 个 基 , 划 
Yi=3%1+2722, 加 一 4 十 303 
也 是 五 的 一 个 基 .， 事实 上 ， 
ti=3Y1—2Yy2, ao 一 一 4 十 3yo。 
命题 3.2 的 一 个 明显 的 推 花 是 下 述 命题 : 
3.3 推论 设 自 由 群 了 的 一 个 基 是 五 = fc mo， …，, zm} ,而 
是 . 


Yi= > biw;, pi 整数 ， 2 一 二 ， 2， "1, 
所 


F 的 这 租 元 素 了 一世 ya 0 是 所 的 一 个 基 , 当 而 且 只 当 系 
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数 片 陈 (0) 是 么 借方 障 ， 了】 


现在 我 们 需要 下 面 的 一 条 基本 的 定理 : 
3.4 定理 和 灼 目 由 烙 万 "的 任 一 于 人 妊 严 还 是 一 个 有 限 准 
的 自由 群 ,而 且 它 的 蕉 煞 关公 ， 
本 明 设 ff。 的 一 个 基 是 了 =={81, oa 0， 一 {， 
2 …，0m-1 的 元 素 的 全 体 米 性 租 合 形成 的 一 个 子 群 ,而 且 显 
然 是 一 个 m 一 1 条 的 自由 料 ; 把 它 记 作 太 m1， 命 
H=k NFmn1; 
它 是 了 -1 与 的 子 群 。 我 们 用 归 秩 法 ， 假设 本 定理 对 于 m 一 4 
杀 的 日 由 群 了 m1 已 多 证 明了 ; 因而 女 是 一 个 自由 样 , 宅 的 条 数 
一， 家 了 一 人 1 go Yr- 对 作 所 mm) 是 瑟 的 一 个 基 ， 玉 的 
每 一 个 元 来 
VW=01N1+ dT 二 QnTm 
唯一 地 决定 一 个 整数 ao, 即 am 是 2 的 单 值 画 数 an) 如果 
an (ZY) 一 0 对 于 所 有 的 2EK, 则 CCFm-1, 本 定理 已 威 并 、 故 只 
须 考虑 am (2) 不 全 为 雳 的 情形. 这 时 候 , KK 中 存在 一 个 元 素 
or 一 Ci0I 十 C2V3 十 … 十 Cream， 
它 的 末 一 个 系数 an 是 可 能 的 最 小 的 正 数 . 然后 ,对 于 KK 的 任 一 元 
素 2%, z 所 决定 的 cn 总 是 am 的 倍数 ;因而 
Qn "二 


他 关 
4 一 全 | Qi 一 一 全 a a 
1 Fm 


EE 
Hm f= 


工 一 


也 是 互 的 一 个 元 素 ， 是 了 的 元 素 的 一 个 灵性 得 合 。 这 就 证 明了 
{7 了 ,yr} 是 六 的 一 和 棚 生 胶 元 . 

其 次 ,我 们 来 证 明 {了 , yx} 是 的 一 个 基 , 朗 证 明 KK 的 每 一 
个 元 素 恰 可 表 成 {了 ,yr} 的 一 个 线性 组 合 ， 我 们 用 反 证 法 , 裔 玉 
的 某 一 元 素 能 表 成 {, yr} 的 两 个 不 辐 的 线性 租 合 ; 郎 存在 不 全 为 
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零 的 整数 入 , 使 得 z 
NYt 二 Aoyst 二 和 rys OO—0. 
这 里 的 和 0, 因为 了 是 厂 的 一 个 基 .， 如 果 把 yi 都 表 成 下 的 线 
性 组 合 , 这 方程 就 变 成 和 ，za，…，2or 的 一 个 方程 ,其 中 wm 的 系数 
是 和 xcaun 拓 0， 这 与 假设 是 Fn 的 一 个 基 矛 盾 . 

最 后 ， 以 上 的 证 明说 明 KK 是 以 {7Y，yr} 为 基 的 上 维 自 由 群 
(Fm) .因为 定理 对 于 m==0 显然 成 立 所 以 这 定理 对 于 任意 mm 
都 证 明了 . 避 

附 记 本 证 明 并 未 给 出 计算 ys 的 有 具体 方法 。 


现在 要 转 到 讨论 整数 矩阵 .注意 ,本 节 此 后 几 谈 到 和 矩阵, 指 的 
都 是 整数 年 阵 . 显然 么 模 方 阵 4 的 道 4 二 是 么 模 方 阵 , 两 个 同 阶 
的 么 模 方 阵 的 积 是 么 模 方 阵 . 

设 4 和 BB 是 两 个 nxm 的 矩阵 如 果 存 在 一 个 nn 阶 的 么 模 
方 阵 全 与 一 个 mw 阶 的 么 模 方 阵列， 使 得 

B-NAM, 
我 们 就 说 4 与 B 等 价 ， 这 样 定 义 的 等 价 关 系 显 然 有 反 身 性 、 对 称 
现在 我 们 要 证 明正 述 的 经 典 定 理 : 

3.5 定理 ”如果 4 是 一 个 nxm 的 整数 从 阵 ,而 且 4 的 秩 是 
+， 则 存在 一 个 % 阶 的 么 模 方 阵 六 与 一 个 m 阶 的 么 模 方 阵 弄 , 使 
得 B=NAM 具有 下 述 两 个 性 质 ; 

1) 矩阵 了 B= (00) 是 对 角 线 式 , 即 55 一 0 当 % 关 7); 

2) 把 B 的 对 角 线 元 素 bn(i= 二 1，2,…，min (n,m)) 简称 为 
4， 册 只 有 前 了 个 >0, 其 他 的 都 =0, 而 且 ww 一 二 2,…, 7 一 1) 
整除 di+i. 

这 样 的 忌 思 作 4 的 上 典型 式 , 这 ?个 中 了 人 作 妈 的 不 变 因 子 . 
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典型 式 召 是 唯一 的 ; 即 4 的 具有 这 两 个 性 质 的 等 价 窍 阵 只 有 一 
个 . 

在 证 明 本 定理 之 前 ,我 们 需要 定义 矩阵 4 的 四 种 初等 变换 ”. 
为 着 这 个 目的 , 命 互 为 某 阶 单位 方 阵 ; (5 为 同 阶 方 阵 ， 其 中 只 
(2) 处 (第 纪 模 行 、 第 5 纵 列 处 ) 的 元 素 是 整数 久 其 他 元 系 都 是 零 . 
然后 用 同 阶 矩阵 的 加 法 , 命 

Ts=E+(D)y, 1%); 
LI=E+(—2)u, 
74 与 天 显然 都 是 么 模 方 阵 .然后 用 和 拖 阵 的 乘法 , 定义 我 们 所 需要 
的 四 种 初等 变换 如 下 : 
ty 一 > 
i: 4 一 > 三 4， ti A—->AT,; 
这 里 用 T5 或 王 左 ( 右 ) 乘 4 时 ,自然 都 是 把 它们 看 作 是 mw(zz) 阶 方 
阵 ， 事实 上 ， 

ts(tys) 是 把 4 的 第 4 横行 〈 纵 列 ) 改 成 第 横行 〈 纵 列 ) 加 上 
第 7 横行 ( 纵 列 ); 

#(#) 是 改变 4 的 第 ， 横行 ( 纵 列 ) 的 正 负 号 . 

这 四 种 初等 变换 显然 不 改变 4 的 秩 . 还 容易 验证 , 适当 的 初 
等 变换 的 积 给 出 变换 

us(W) : 把 4 的 第 4 横行 ( 纵 列 ) 改 成 第 “横行 ( 纵 列 ) 减 去 第 
2 模 行 ( 纵 列 ); 

vy(2y) : 把 4 的 第 4 与 第 7 横行 ( 纵 列 ) 互 换 . 

现在 我 们 回 到 定理 3.5 的 证 明 . 

首先 ,我 们 要 用 初等 变换 来 求 出 本 定理 中 的 六 与 歼 ,， 因 而 求 
出 4 的 典型 式 B. 命 4= (co) 的 秩 为 7， 如 果 ?=0, 则 卫 已 经 是 
典型 式 , 设 >0.， 然后 在 4 中 任 选 一 个 非 零 的 元 素 , 经 过 横行 与 


一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 -一 一 


*) 参看 张 禾 瑞 、 郝 锁 新 ,高 等 代数 ,人 民 教 育 出 版 社 ，1964，78~82 页 。 
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纵 列 的 互 换 ,把 它 移 到 (1 1) 处 ， 我 们 还 把 这 元 素 叫 作 gz， 如 果 
夫 - 一 横行 对 元 涨 不 能 被 ol 整除 ， 例 如 纲 第 一 横行 的 aa 税 &11 队 
后 有 一 个 余数 cl, 0 过 |en| 达 |eul， 则 把 第 7 纵 烈 加 上 或 减 去 第 
一 纵 烈 ; 狐 过 适当 次 数 的 加 或 减 之 后 , 在 (1, 力 处 的 元 素 变 夏 4. 
互 换 第 工 与 第 了 纵 列 , ol 就 移 到 (1, 1) 处 ， 如 果 第 一 纵 列 也 有 一 
个 元 素 不 能 被 wm: 整除 ,我 们 也 同样 地 进行 ， 因 为 在 (1, 1) 处 元 素 
的 外 对 值 深 次 变 小 , 继 炉 用 有 有 限 次 这 种 上 万 法 以 后 ,第 一 横行 与 第 一 
纵 列 的 全体 元 素 必 定 都 能 裤 (1, 1) 处 的 元 过 (还 叫 作 41) 整除 . 然 
- 后 再 把 第 一 纵 烈 (横行 ) 的 适当 ( 正 或 盘 ) 倍 数 加 到 其 他 的 每 一 纵 列 
(横行 ) 上 去 ,使 得 第 一 横行 ( 维 烈 ) 除 cii 这 个 元 素 之 外 都 是 0， 如 
果 这 新 矩阵 有 一 元 素 ay (i, J>1) 不 能 被 an 整除 , 经 过 横行 相 加 
可 以 把 它 移 有 至 第 一 横行 , 再 应 用 上 面 的 方法 . 继 苇 这 样 地 作 初 等 
恋 换 ,一 直 到 新 矩阵 的 每 一 元 过 都 能 被 (1, 1) 处 的 元 素 ( 现 在 吓 作 
qi) 整除 ,而 且 第 一 横行 与 第 一 纵 列 的 元 素 除 91 之 外 都 是 0 为 止 ， 
Qi 还 可 以 看 作 是 正 数 ; 因为 我 们 可 以 用 初等 变换 改变 第 一 横行 的 
正 盈 号 . 

把 得 到 的 这 个 新 乍 阵 还 如 作 4, 并 用 41 表示 从 4 划 去 第 一 
横行 和 第 一 级 烈 后 的 敌阵 .因为 4 的 第 一 横行 和 第 一 纵 列 除 届 
外 都 是 0, 41 的 任 一 个 初等 变换 可 以 下 4 的 一 个 初等 变换 来 实现 ， 
而 且 4 的 这 种 初等 变换 并 不 改变 4 的 第 一 横行 与 第 一 纵 列 .如 
果 4 的 秩 >1, 用 这 种 变换 ,得 到 de>0 在 (2, 3) 处 ; ds 是 4; 中 全 
体 元 素 的 因子 ， 而 且 4 的 第 二 横行 与 第 二 纵 列 中 除 ds 外 都 是 0. 
4 的 全 体 元 素 能 秆 di 整除 , 而 且 hi 的 初等 变换 工 不 改变 这 种 性 
质 , 所 以 ds 能 稚 心 整除 ， 继 粮 应 用 这 种 办 法 有 限 次 之 后 , 就 得 到 
本 定理 中 所 说 的 4 的 典型 式 B. 

其 次 ,因为 初等 变换 不 改变 甜 阵 的 秩 , 故 典 型 式 如 中 的 元 素 di 
只 有 最 前 的 > 个 >0, 其 余 的 都 =0. 
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节 后 , 命 彤 表示 4 的 人 全体? 阶 行列 式 的 最 大 公 因 子 , 工 < 拓也。 
根据 行列 式 诊 中 -一 个 定理 , 初等 变换 也 不 改变 Ji . 另 一 万 面 , 从 典 
型 式 刀 看 , 访 是 对 角 线 二 前 4 个 元 素 0 da di 的 积 ， 所 以 
(一 而 一 DA 1 二; 
因而 4 都 已 经 由 4 隆 一 地 决定 了 .在 这 冲 义 下 ,这 里 的 大 于 需 的 
4; 叫 作 4 的 不 变 因 子 . 】 


现在 我 们 要 利用 了 阐 闻 证 明了 的 甜 陈 定理 3.5 以 及 定理 3.4 来 
讨论 m 条 自由 样 万 的 子 群 ， 设 对 = {zi, za …, Vm} 是 Fm 的 一 
个 基 . 明显 地 ,对 于 任意 的 整数 di, i 一 1] ,2,…, rm， 

Qt1, dsr2, **, drt 
的 线性 组 合 全 体形 碟 玛 的 一 个 子 群 ， 现在 要 让 明 的 是 下 述 引 理 : 

3.6 引 理 设 已 知 % 稚 自由 群 Pn 以 半 一 {021,22，…, zm} 为 
一 个 基 , 与 En 的 一 个 子 群 KK ,天 存在 了 wm 的 一 个 基 了 '== {x1，, ws， 
上 与 7T《 忆 my) 个 正 整 数 必 和 1 2,…,7, 其 中 的 除 尽 
dit1l, 使 得 区 是 以 下 烈 元 束 为 一 个 基 的 自由 群 : 

,drew . 

久 明 根据 定理 3.4, 玉 是 一 个 白 由 群 ,其 条 数 mm; 因而 

有 一 租 有 限 个 生成 元 . 在 五 中 任 取 一 租 % 个 生成 元 : 
了 一 ta y2, , Yn}. 
(注意 :% 任 意 , 可 不 万 m; 了 是 生成 元 租 , 不 必 是 基 .) 发 


) 二 
dT1, dors, 


1 


Ly . 
4 一 语 0t0i， 2 一 二 ， 2， "1 


» 


这 里 的 系数 年 阵 4= (cop) 是 整数 甜 阵 . 

当 基 拉 与 生成 元 租 上 给 定 了 ,天 就 由 4 决定 了 . (但 如 果 只 
是 Fm 与 友和 给 定 了 , 显然 由 于 互 与 二 有 无 穷 多 的 取 法 ,4 就 有 
万 稚 多 的 可 能 .) 如 果 我 们 能 从 革 与 了 出 发 .把 写 个 蛮 成 新 基 XX' 
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疆 新 的 年 咬 苑 首 了 ,使 得 这 上 时候 的 审 陈 4 就 是 定理 3.5 中 的 由 昂 
式 吃 ， 媳 来 我 们 的 引 理 项 闽 吏 了 了 .所 以 我 们 的 新 轨 的 下 一 步 , 只 组 
襄 明 和 拖 阵 4 的 四 种 初等 变换 恰 相 当 于 际 与 了 的 下 烈 变换 ”. 
i) 用 wo 一 Za 替代 wala 关 B)。， 因 为 
Yi 一 之 Qt; 一 Ci 十 … 十 0 十 … 
一 … 十 QiuctZa 一 46) 十 十 (ai 十 Qic)06 十 …) 
所 以 相当 于 在 和 撼 中 4 中 ,把 第 B 纵 列 改 抱 第 B 维 记 加 上 第 wa 纵 
烈 . 故 所 的 这 个 变换 相当 于 lou: 4->4AlTap. 
ii 用 一 % 替代 zw， 相当 于 在 矩阵 4 中 , 把 第 ?2 纵 烈 中 的 元 
素 完 全 改变 正 鼻 号 . 所 以 了 的 这 个 变换 相当 于 去 : 4 一 > 4 天 
iii) 用 ya 十 Vs 替代 yu(a 关 B). 相当 于 在 算 阵 4 中 ,把 第 a 横 
行 改 艳 第 w 横行 加 上 第 B 横行 . 所 以 了 的 这 个 变换 相当 于 tas: 
4 一 4. 
iv) 用 一 信奉 代 ， 相 当 于 在 算 阵 4 中 , 把 第 ?横行 中 的 元 
素 完 全 改变 正 员 号 .所 以 了 的 这 个 变换 相当 于 4: 4 一 了 4. 1 
附 记 本 引 理 的 证 明 根 据 是 自由 群 的 子 群 的 定理 3.4 与 年 
阵 的 定理 3.5.， 定理 3.5 的 证 明和 给 出 具体 的 计算 方法 ,而 定理 3.4 
的 证 明 则 不 然 ( 参 看 定理 3.4 后 的 附 记 ). 


习 题 
1 . 斌 证 命 蚌 3.1.4. 
2， 武 让 命题 3.1.5. 
3. 设 目 由 和 群 太 与 玉 分 别 有 基 = {vis Ng 二， 与 X'= {91， 023 
wy fi Fr 是 一 -个 间 态 ,而且 


DL , 
f (Ti) 一 产 Qi 比 7 ， + 一 工 ， 2， “… 


*) 最 然 这 些 变换 是 把 基 去 变 成 新 基 ，, 把 生成 元 组 工 变 成 新 生成 元 组。 
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乏 怒 逢 卫 4 一 时 作 闻 术 了 的、 对 于 六 六 与 六 的 短 障 . 试 仿 腿 引 理 3.5 
的 站 4 向 明 的 万 等 变换 可 理解 为 其 的 变换 ;然后 4 的 典型 式 的 行 在 汀 
理解 为 新 其 的 存在 ， 使 得 同 态 了 的 、 对 于 新 基 的 柔 数 算 障 是 妃 ， 试 把 所 得 的 
笑 水 号 成 一 个 定理 . 

附 记 如 果 引 | 型 B3.6 中 的 子 群 K 也 是 用 基 答 出 的 (不 是 用 生成 元 和 粗 
给 出 的 ), 则 那里 的 系数 算 阵 是 包含 癌 术 广 一 的、 对 于 基 的 短 障 . 

4, 设 了 是 以 {21, 2 为 基 的 自由 烙 , 它 的 子 群 下 以 {221, 322} 为 基 . 哉 
用 习题 3 求 引 理 3.6 所 识 的 、 了 了 与 五 的 新 基 . 

5. 设 wxm 的 答 阵 4 具有 下 述 两 性 质 : 1) 每 一 横行 恰 有 了 两 个 不 等 于 零 
的 元 过 )， 一 个 是 十 4, 一 个 是 一 1; 2) 如 果 任 意 地 把 纵 列 分 为 两 租 , 全 少 有 一 
楼 行 ,和 它 的 不 等 于 堆 的 两 个 元 素 不 属于 同一 钥 .， 斌 证 4 的 秩 是 mr 一 1, 而 且 不 
灾后 子 都 等 于 虐 

[提示 : 参看 阔 爱 驻 、 施 雷 发 著 ， 江 译 铭 简 ， 折 扑 学 ， 高 等 教育 出 版 社 ， 
1959 ,358 ~357 页 . ] 

6. 发 2x 么 的 算 随 4 具有 下 述 两 性 质 : 1) 每 一 纵 列 恰 有 两 个 不 等 于 震 
的 元 素 , 它们 的 炮 对 值 都 是 1; 2) 如 果 任意 地 把 横行 分 为 两 组 ,至少 有 一 纵 
列 , 它 的 不 等 于 鹤 的 两 个 元 素 不 属于 同一 租 . 试 证 4 的 秩 或 者 是 % 一 1, 或 者 
是 nn; 而 且 在 前 者 的 情形 下 ， 不 变 因 子 都 是 1; 在 后 者 的 情形 下 , 一 个 不 变 因 
子 是 2, 其 他 不 变 因子 都 是 工 .- 

[提示 : 同 前 一 题 的 提示 .] 


4 有限 生成 的 群 

本 节 只 限于 娃 答 有 限 生成 的 群 ， 上 先 指 出 这 种 群 的 子 群 及 商 群 
也 是 有 限 生 羽 的 释 ， 然 后 就 明基 本 定理 4.4， 这 些 结 果 是 第 三 章 
& 5 的 根据 ， 本 站 的 新 明基 磺 是 83 中 关于 自由 样 的 于 腾 的 定理 
3.4 与 关于 整数 托 体 的 定理 3.5. 

设 群 他 是 有 限 生 成 的 ， 它 的 一 租 生 成 元 是 Ca， 因 
而 它 的 任 一 元 索 9 一 3 ag， 设 FF 是 以 定 = {zi oo … tm} 为 
基 的 EA 准 卓 由 群 ， v 是 自然 对 应 : Xi 一 >9i， 而 有 ff: Fn —>G 是 9 在 
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Fm 上 的 线性 扩张 [ 即 当 w= 这 qr; 时 ,了 (2) = 二 Zov (zi) 一 立 ai0i] .了 
显然 是 注 同 态 . 反之 ,如 采取 猴 目 由 群 En 以 到 为 基 , 而 且 人 有 一 
个 满 同 态 了; Fm 一 8, 则 显然 王 的 了 象形 抱 G 的 一 租 生 成 元 . 这 
就 证 明了 下 壕 命题 . 

4.1 命题 群 G 具 有 m 个 生成 元 售 存 在 一 个 满 同 仿 f:m 
维 自 由 群 Fo 一 >G， 因 而 G 守 Fn/(f 核 ).】 

4.2 推论 如果 群 9 具有 m 个 生成 元 , 而 且 并 是 G 的 任 一 
子 群 , 则 商 群 G/ 且 也 有 具有 m 个 生成 元 . 

证 明 因为 G 是 m 稚 自由 群 Fw 的 同 仿 象 ,而 且 立 群 G/ 
是 G 的 满 同 态 象 ( 例 1.3 中 的 让 )), 所 以 G/ 卫 也 是 Fw 的 满 同 态 
象 ， 然 后 用 命题 4.1. 3 

4.3 推论 有 限 生 成 的 群 G 的 任 一 子 群 总 也 是 有 限 生 成 的 ， 

证 明 设 G 是 mn 私自 由 群 Fw 的 同 态 了 旨 . 则 J 广 -zz) 是 
五" 的 子 群 开 ;天 所 以 是 全 多 m 稚 的 自由 样 (定理 3.4).。 然后 应 
用 命题 4.2 到 天 的 满 同 态 象 忌 . 上 


我 们 现在 来 叙述 提 证 明 本 节 中 的 主要 定理 4.4. 发 G 是 具有 

m 个 生成 元 的 交换 群 。 根 据 命题 4.1, 存在 一 个 满 同 态 了 : m 灯 自 

由 群 fm 一 >G ,而 目 G 守 Fn/(f 核 ). 把 了 核 当 作 有 引 理 3.6 中 的 群 开 ， 

把 引 理 3.6 中 的 m 一 7 记 作 有 R, 而 且 把 引 理 8.6 中 大 于 1 的 dd 依 

次 记 作 内 ,92,…, 97, 我 们 就 证 明了 下 面 定理 的 第 一 个 精 论 .。 

4.4 定理 (有 限 生成 的 交换 群 的 基本 定理 )” 任 一 个 有 限 生成 
的 群 G 能 分 解 为 下 述 直 和 

G 一 .十 十 … 十 了 十 Jo 十 .7o 十 … 十 Jo， 

五 个 : 

这 里 的 非 咽 莹 数 Bm 7T 志 MM 一 悍 , 而 且 整 数 六 > 90; 整除 0;41. 

数 RR, 91, 0a, …, 9: 是 寿 G 的 不 变量 完全 租 ; 换 句 话说, 如果 
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G 有 两 个 这 样 的 址 和 分 解 , 则 分 解 中 这 上 酚 租 数 相同 ， 
丁 ” 明 剩 下 要 证 明 的 是 本 定理 的 第 二 个 精 论 . 首先 , 整数 
R 是 群 G 的 俱 (参看 命题 2.7), 因此 已 与 群 G 直 和 分 解 的 选择 
无 关 ,是 G 的 不 变量 ， 
其 次 , 命 了 是 G 的 所 有 有 限 阶 的 元 素 所 租 成 的 子 群 。 对 于 任 
意 一 个 正 整数 n, 用 映射 +>ne 来 定义 一 个 同 态 :了 -> 也; 同 态 象 
是 mT. 命 p(n) 表示 有 限 群 m7 的 阶 ( 郎 元 素 的 个 数 ) ; 它 是 与 G 
的 痊 和 分 解 无 关 的 . 如 果 G 的 直 和 分 解 如 同 本 定理 中 第 一 个 千 
葵 所 写 的 , 则 下 和 wz 的 相应 的 直 和 分 解 就 是 
有 下 一 .7 十 .1 十 … 十 7 ， 
nT = 6 Tm 十 … 十 9 ; 
而 且 f: 也 ->n7 的 三 核 是 
nd ot ed 0s td 0 = (ey) cer ny + (0,,n) 
(参看 $1 习题 5); 从 定理 1.10 与 命题 2.4 得 
nT 二 oo i 二 十 gs/ er， 
bY» .. 0Y, 
?mn) 一 sy n) (On) (0,n) 
注意 , 这 里 的 每 一 个 因子 当然 宇 1; 而 且 因 为 0 入 除 O441, 故 如 果 
一 个 因子 =1, 则 它 前 面 的 因子 都 =1. 对 于 j=1, 2,…, 7, 渤 看 
前 “个 因子 的 乘积 : 
0 . 
PD) Dy 
当 %= 负 或 0<n 一 94 时, pi(w) 分 别 =1 或 到 1， 故 (i) 9; 是 使 得 
p(n) =1 的 7% 的 最 小 值 ; (ii) 8 是 (使 得 pi(n) = 工 的 2 的 最 小 值 ， 
郎 ) 使 得 


iss ig Oo 
PT On) ran) ,mn) 
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的 的 最 小 值 . or 的 这 个 人 性质 (i) 就 表明 了 必 的 不 变性 ; 因为 
pu 定义 为 nT 的 阶 , 是 不 依赖 于 直 和 和 分解 的 . 现在 用 归纳 法 米 
证 明 : br，b-T ,09i+1 的 不 变性 ==>0; 的 不 变性 ; 但 这 正 是 0 的 性 
质 4 过 的 推论 ， 这 就 证 明了 0, 9。,…, 9; 都 是 0 的 不 变量 ,，】 
附 记 注意 引 理 3.6 后 的 附 记 ， 及 本 定 慰 证 明 中 如 何 引用 
引 理 3.6. 

为 着 11 §65 中 的 应 用 , 还 需要 下 述 定理 : 

44.8 定理 ”如果 群 引 是 有 限 生成 的 , 而 有 G 的 每 一 个 非 零 元 素 的 阶 都 是 
同一 个 素数 2 则 G 能 分 解 为 瑟 2>0) 个 p 阶 循环 群 的 让 和 .整数 刀 是 
群 G 的 不 当量 完全 组 ， 

证 了 明 这 里 的 假设 C 的 每 一 个 非 零 元 素 的 阶 都 是 2 使 得 定理 和 .4 由 
的 虹 ==0, 每 一 个 ,都 是 p，]】 


5. 自由 群 的 自 同 恋 的 迹 数 


设 引 是 一 个 有 限 维 自由 群 , f 是 G9 的 一 个 自 同 态 . 对 于 人 G 
的 一 个 基 = {1, To, *"'*， zm} 有 


#4 
f 20) — SO Amy j=1, 2,，…, m, 


则 4= (ay) 是 一 个 m 阶 整数 方 阵 . 
5.1 命题 G, 了 和 4 如 上 所 述 , 则 4 的 对 角 线 上 元 素 之 和 


利和 


人 一 Qi 
不 依赖 于 基 邓 , 而 完全 由 所 确定 , 叫做 自由 群 C 的 自 同 态 了 的 
迹 数 .用 Tr(f, 9) 表示 . 
为 了 叙述 上 的 方便 , 规定 零 群 五 =0 上 的 自 同 态 的 迹 数 为 0. 
证 明 设 了 = {Ys,…, ym} 是 G 的 另 一 个 基 , (9 = 


> buyj, 二 1，2,…, 各。 我 们 现在 要 证 明 
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Sb ou. 
为 了 书写 简单 ,采用 和 矩阵 写法 , 记 B= (bs),， 则 有 


f( 于 ) 二 4X (1) 

与 f(Y)= BY. (2) 
因为 了 ,了 都 是 G 的 若 , 就 有 

Y=UX (3) 

与 全 =VY, (4) 


这 里 VU 与 广 都 是 整数 方 阵 .将 (和 邹 代 入 (3), 得 到 了 =UVY. 因为 
了 是 基 , 所 以 
UV =%, (5) 
这 里 了 是 单位 方 阵 B= (95) 
由 辐 态 f 的 线性 性 质 并 由 (4) 与 (4), 得 
f(F)=f(UX)=UfF(X)=UAX =UAVY, 


将 此 式 同 (2) 比较 ,得 到 

B-UAV, 
即 by= >) um om Dhjs 2， 7 一 工 ， 2, "7, 
根据 (5)， 


2 . ne 、 
3 
p>2 bau= Ur rn Vn — > (> 2 Dri )am 


-> OphQpn = Sam. 了 
由 迹 数 的 定义 , 容易 得 到 下 面 的 命题 : 
5.2 命题 设 有 h: G->Gr 是 自由 群 G 到 G' 的 一 个 同 构 , f, 了 
分 别 是 9, G 上 的 自 同 态 ,满足 fh= 有 hf， 则 
Tr(f, G) =¥r(f, 0). 
请 读者 自己 证 明 这 个 命题 . 
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设 G 是 有 限 维 的 自由 群 ， 政 是 G 的 一 个 非 零 子 群 。 又 设 了 
是 G 的 一 个 自 辐 态 , 把 五 映 到 五 ， 如 向 例 1.1 过) 中 , 用 互 珍 
示 玉 的 除 闭 包 . 容易 验证 E 互 全 Fe) E 瑟 , 即 f 把 互 映 到 了 H. 
于 是 根据 定理 1.4, f 诱导 上 出自 同 态 

5.3 命题 设 瑟 是 有 限 维 自 由 群 G 的 子 群 , 瑟 是 矿 的 除 闭 
包 , 下 是 商 群 G/ 刀 的 挠 子 群 , 则 

i) GG/H (GG/H)/T, 

ii) GV/ 如 是 有 限 维 自 出 群 或 零 群 . 

证 明 设 I 是 G 的 恒 同 同 态 , 则 I( 瑟 )= 五 CC 瑟 . 根据 定 
理 1.4, 工 诱导 一 个 同 态 

T:G/H-—>G/H. 

又 根据 推论 1.5, 了 是 满 同 态 . 根据 定理 1.10, 要 得 到 i), 只 需要 
证 明了 工 核 一 了 

对 于 wEG, 用 ww* 和 rr 分 别 表示 zw 所 代表 的 G/ 昌 和 G/ 吾 中 
的 元 素 ， 则 了 (w") 一 x*?， 因 此 ,w* EI 核 的 充分 必要 条 件 是 EH. 
男 -方面 ,由 除 闭 包 ( 例 1.1 证 )) 和 挠 子 群 ( 例 1.1iy)) 的 定义 容 
易 验证 , x2*ET 的 充分 必要 条 件 也 是 zxE 互 ， 于 是 有 
了 核 = 了 . 
结论 i) 得 证 . 

由 于 G/ 互 是 有 限 生 成 群 ,根据 定理 4.4， 从 i) 可 推 得 G/ 互 
是 有 限 维 自由 群 ( 吾 关 G 时 ) 或 零 群 (如 =G 时 ), ii) 得 证 . 】 

5.4 定理 ( 迹 数 可 加 性 定理 ) ”如果 有 限 维 自由 群 9 的 一 个 自 
同 态 了 把 G 的 一 个 子 群 五 映 到 五， 则 

Tr(f, GO) =Tr(f, H)+Tr(f, G9/H). 

这 里 吾 是 五 的 除 闭 包 , 了 是 了 所 诱导 的 . (因为 五 G/ 吾 都 是 
自由 群 ,右边 的 迹 数 都 有 意义 , ) 
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证 明 根 皖 引 理 3.6， 可 取 人 避 的 一 个 基 叉 = {Pi Pos os Mm} 
使 得 {dig1, dd sps, 四 dwr} 征 玖 的 一 个 基 . 是 {ri1, TM, op} 
就 是 互 的 基 . 而 且 著 用 六 表示 必 在 G 中 的 模 互 等 价 类 , 则 G/ 如 
有 基 {X41, Vr f2) “*°, 2 。 

现在 设 

f (wi) 一 0 % 二 1 2, 人 (6) 

因为 f( 召 ) 忆 丹 , 所 以 当 i<7, 且 7>7 时 ay=0， 于 是 对 于 五 的 
基 元 di 诺 有 


、 人 ” 
了 (do > 一 ds >2 ij VW; == > i; Cs vi 
= 工 j==1 


人 do , 
“(ev: ZL )ajw;, 4%=1, 2, 人 


因而 
Tr(f, H) = (a) = Sa (7) 
根据 f 诱 导出 的 了 的 定义 和 (6)， 
F(z*) = Cf) av, 5 一 了 十 二 7 十 2，…， Tm 
而 全 = 一 … 一 一 0EG/ 于 是 
FD Da r+ r+ en. 
因而 
Tr(7, G/H)= > an (8) 
综合 (7) 和 (8) 乓 证 明了 本 命题 . 


图 
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序列 
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序列 的 极限 点 
序列 式 列 紧 性 
形变 收缩 核 

强 形 变 收缩 核 
块 形 
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边缘 

块 形 涟 

开 块 形 

有 问 块 形 
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对 候 的 
折线 (x 维 ) 
连通 分 支 

道路 连通 分 去 
连续 
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八 
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而 
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户 壮 映射 
单 形 的 
复 形 的 
两 对 复 形 的 
保 序 的 


单纯 剖 分 (或 王 角 记分 ) 


单纯 通 近 
环 
单位 元 素 
平庸 的 环 
交换 环 
上 同调 环 
环 同 构 
环 同 态 
环 面 
顶点 表 
几何 实现 
拓扑 
平庸 的 拓扑 
离散 的 拓扑 
紧 致 开拓 扑 


由 拓扑 基 尖 诱导 出 的 拓扑 


拓扑 性 质 

拓扑 空间 
分 解 
正则 窟 | 各 
正规 空间 
可 缩 的 


同 伦 等 价 的 (或 具 育 相同 伦 型 的 ) 


连通 的 
| 

能 度量 化 的 
道路 连 遂 的 
Hausdor 二 空 | 鲁 


15, 


引 


To 空间 

了 1 守则 

Ta 空间 | 

Ts 空间 

Ta 空间 
拓扑 映射 

保持 重心 坐标 的 
拓扑 基 
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点 和 处 的 一 个 拓扑 基 
等 价 的 招 扑 基 
欧 几 里 得 空间 
线性 的 
直 加 项 
直角 坐标 
下 和 
承载 子 
零 调 的 
邻 域 
参数 方程 
线性 无 天 
模 罗 线性 无 关 
最 大 线性 无 关 组 
线性 扩 水 
线性 空间 (或 向量 空间 ) 
点 《或 问 量 ) 
艇 4 
和 
积 
Ni 维 的 
线性 子 空间 
线性 相关 


九 男 
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264. 
265 
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265 
265 
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度量 ( 戒 距 离 函 数 ) 
有 异 的 
扩 扑 等 价 的 
度量 空间 
子 集 式 列 紧 的 
可 分 的 
列 紧 的 
同 胚 的 
离散 的 
迹 数 


目 由 群 G 的 自 局 态 了 的 迹 数 


带 边 缘 的 假 流 形 
中 间 单 形 
不 能 定向 的 
能 定向 的 

恰当 性 

标准 映射 

村 

相对 下 同调 群 
下 边缘 得 子 
下 链 群 

相对 上 同 户 群 
上 边缘 算 子 
圭 链 
上 链 群 

挤 到 边 上 去 的 方法 

控 阅 群 

挠 基 

指数 

面 ( 单 形 的 ) 

与 顶点 qt 相对 的 
真 面 


引 


逆向 面 

顺 向 务 
除 闭 子 群 
除 闭 包 
映射 (或 连续 映射 ) 


星 形 性 质 

复 形 
顶点 
维 数 
Q& 维 上 骨架 
同 构 类 
连通 分 支 
基本 组 
子 复 形 
有 序 复 形 
闭 包 复 形 
环绕 复 形 
平 直 的 
同 构 的 
连 佣 的 
盔 曲 的 
开 复 六 
子 复 盖 
可 数 无 穷 的 
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150 
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有 限 的 

复 盖 式 列 紧 性 

重心 坐标 

重心 坐标 系 

重 分 
重心 重 分 ( 单 形 的 ) 
重心 重 分 ( 复 形 的 ) 
链 的 (重心 ) 重 分 
第 7 次 重 分 


十 画 


弩 边缘 链 群 
弱 同 调 
弱 同 调 群 
紧 致 性 
积 空间 
秩 

模 p 秩 
射影 平面 
射影 空间 
伦 移 


商 群 

代表 

球 (2>0 维 ) 
球形 邻 域 
域 
斜 角 坐 标 
斜 角 坐 标 系 


距离 
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143 
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170 
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超 平面 
平行 的 
最 广 点 组 所 张 成 的 
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最 广 点 组 
链 
同调 于 霍 的 链 ( 或 零 调 链 ) 
链 癌 伦 的 
链 同 伦 式 
链 伦 移 
链 驶 射 
下 链 映 射 
上 链 映 射 
正常 的 链 映射 
包含 链 映 射 
单纯 链 映射 
限制 链 映射 
标准 链 映 射 
重 分 链 映 射 
链 群 
自然 基 
典型 基 
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增 广 复 形 

增 广 下 边缘 算 子 
增 广 下 局 调 秒 列 
增 广 下 同调 群 

增 广 上 同调 序列 


十 六 
整数 算 阵 
不 变 因 子 
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uler-Poincaré 公式 
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Euler-Poincaré 示 性 数 


Hilbert 空间 
基本 方 体 

Klein 并 

代 ronecker 积 

Lebesgue 数 
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Mebius 带 
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切除 定理 
对 偶 定理 


有 限 生 成 的 交换 卫 的 征 本 定理 


同调 群 的 拓扑 不 变性 定理 
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典型 基 定 理 

度量 化 定理 
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映射 的 同调 性 质 定理 
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Brouwer 不 动 点 定理 
Hopf 迹 数 引 理 
Lefschetz 全 动 点 定理 
Lindel6f 定理 

Tietze 扩 涉 定理 
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